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Ab.tract -

Bernd Hamann I

"SIIKXXJ q a¥:riJIms f« cwves am smfaces In CAGD't

After a ge~ral ,~w over b18£ pootEDm in CAGD resuks of ~ est ~ars in
SIm<X}ing ~s alOO surfaces will IE <ftscussed b1 tlE Jl"esem.ed master tlEsis.

~ divJsk>n of tIE ttEsis is b18ed on ~ hJstak:a1 ~~bpnent of sd.a~ ~tJXXk
am on tIE fact, MettEr a ~tJK>d can be e)(eCuted automatk::aly.

~ cassat m~tJxxIs fcr ~ am slD'fare ge~ratbn are ~scrbd fk-st
( I.agra ~ -Ime rP>I itkXI. Be z ~ r -surface s .Gcw cbt- Cmns -s urf ace s ).

Startjng with ~SE! IX>8sO:iJtEs fcr ge~ratJDg ~s and slD'fares ~ term

"s~ss" m p-esenteted and differem. cE:flI*km8 are given ( abse~ of

1DfEctDl1XHm.s. Ddldn8zmg of e~rgy iot.e~". ...)j It m e~d, tKJW to cE:tect

~sirabE regDIS of cm-vatm'e ( rez~rp>lygon [Sc~"ke. ~t]. refExkm

bs [H08C~k]. ...) and 00w to make ~m vanish.

AcC<X"~ to a 1EE~r's ~ of*w tJX:JSe DEtlDk are ~t ImIXJrtant whk-h ge~rate

a s~st curve J' sJrface cX a certaJn CBsS b1 a first ge~ratX>n step ( tfX}&e

DE~ must ~ gi~n a fajrrr;ss critemn mt:lU'aly ! ); [water. Nowacki] aM
[Hagen] ha~ Introdooed s~h DE~ lBsed 00 resuks of cBffereliial ~try

aM on cakuDs of v:iriatk>n.

Com~ring p-actJcal as~ only t}K)6e ~tIKXE are taken in accomlt tEre wtoch
re<J*e w~ poIyoolJrIS of q1dmk cr.gJ"ee at DK)St, so that C 2 Cta"YeS and surfaces
can ~ c~trocted: ,~D aigorM:hms p-esented tEre wit ~ <lsCtmsed fCW' ~ C 1 aid

C 2 case only, beca11Se ID ~r oo~y is required in p-actk:e.

h ~tthms of [:B nllEt], [Waker. NCM'ackl] and [Hagen] t&~ OOen bnpEmented

on an IBM-AT in «I:k!r tD get a IX>Ssfljky tD oo~ resukJng surfaces ~n
~ sa~ inpIt (-inf'ormatk>n) ~ ~n ( ~, ~rlva~s, ...).



Kurzfassung

Bernd Hamann:

"GJa~aJgorithmen fUr KDI"\Ien uM FIac~n in CAGD"

In ~r wriegend~n Dpbmarreit. Bolen IBch e~m kurzen tlrerbkk tlrer grand-
satzlc~ P~ms1:elkmgen bI CAGD Resubte der ~t.zten Jalre zur Glat~

mn ~n mid FIac:~n mrgestelM:. wer<En.

~ Bnteihmg der )Lrbeit. ~~rt skh dare! e~rseits an ~r tEtorisc~n Ent-

wk:kkmg der geeigteten Verfatren. andererselts arer a~h daran. ~weit. <Ie
zugeli>rigen AJgcritllmen automatJs~rt wer<En mmen.

ZmJiicmt wer~1I <Ie kBssisc~n Verfalren zor KlD'\'en- 1IrMi FIac~nge~ratkm
besc~ben ( lagrange-ImerJX>&tDI, kulUc~ SpIrEs, Bez~rf1ac~n, Coomsc~

FJac~n ).
Ausge~nd wn diesE!n M>gMchkeiten, KlD'\'en bzw. F1ac~n zu ge~~ren, wird er-

lautert, ft ~r Begriff "GBttheit" \'erstaun wer~n kann ( WeuJm1ktfreilEit.

~rung e~s EI~rgieintegrak I ...), wwau ~rWDBChte Krtimm~~rek;~
erkamE wer~n kii~n ( Bez~rrx>Iy~ [Sc~~ke, ~t], RefExk>m~n

[lbsc~k], ...) mKI ~ dEse Berek::~ ~seitJgt ~r~n kO1D1en.
Aus ~n ~r BeIJutzerfre1mdkhkeit kommt <En Verfalren ~sorxEre Be<E~
zo, die gEk::h bn ersten Schritt e~r KlD'\'en- bzw. F1ac~uge~ration e~ KIIne/

F1ik::~ erzeugen, die gemaB eines \'Orgege~~n Krlteriums die ghtteste KlIne /

F1ik::~ e~r ~stbnD:rten Khsse 1st. [Water, Nowacki] mKI [Hagen] ha~n aus-

gehend wn einem (lfferent.iaJgeo~tJ1sc~n Amatz DIk. ~h1 ~r Varlatk>m-

rectmmlg sok;~ aut£lrnatJs~rbaren Verfahren eingefiihrt.

ADS IraktJsc~n E2wagungen wer~n hEr our sok~ Verfahren ooriicksk'htJgt,
~ tik'mtem quintisc~~ BasIsIX>Iyoo~ erfor~rn. da damH; C 2 -stetige KDr't'en /

F1.1c~n erzeugt wercEn kolDEn; da in ~r Pra>ds keine m~ren Stetigkeitsre-
~ungen gefor~rt \ver~n. sOlED ~ Verfairen hEr aoch our fUr ~n C 1 -bzw.

C2 -stetigen FaD dLsJ~rt wer~n.

Schle8lch sind cIe Verfahren \'{Xl [Brunet], [Waker, Nowacki] um [Hagen] auf

eftm PC ( mM -AT ) imJE~ntiert worcEn, mn e~n Ver~~h <Er res~ren<En

FIic~n bel Vorgabe @:e~~r Informatk>n ( Punkte, AbEitungen, ...) zu erDi>glic~n.



Die \Q"~ge~ DII*>~it entstand am Institut flir Programmiers{X"ac~n mxf

Inf~tk)nssysten~. AlxeJ}mg fiir CoDJlXltergra.x-k. ~r Teclmisc~n ~rsttat
&aumchwejg. Am'eiz zur \Q"~gen<En Arreit war ein Semina~g mit ~m
ntel "GJattungsaJg~n". den ~h 1m Sommerse~ster 1987 zur VoresUIW
CAGO 2 Betaken la~.

~ wn mir ~r rearreitete Aufgare mJt dem ~ma "Glattungsa~~n frir

KlIr'\Ien om FIac~1l in CAGD" wor~ \1011 ~ilEn Betreuern. ~rrn Prof.IX.Hagen

aI.t Herro Sct.1tl.e~. wM! fo~ famalert :

"Zahrek~ Verfcihren zur Kunen- bzw. FIiM:;~ngeneratb1 ne~n dazu, &getxlisse

zu lefem, die ~oti~m mtrefriedigend sind, ak cfje resukierelKfen KDr.Ien / FIiM:;~n
Dbl starke OsziIlltk>nen bzw. umX)tJg ~e Wen<E1KUlkte ( Kunen ) / tmIaJge

VorzeklEnwecmel <Er GauBschen KriimInlmg ( FIac~n) aufwelsen.

SteJen Sie wrgekl1end Verfahren zDSam~n, dE skh dEser Prooematik a~tanen

um untersc~l<En S E ~ aJem zwisc~n ~lEn. die einer ~ra~n Mxtifi-
katkm wn Kunen / FliclEn redirfen m.I sok;~n. <Ie automatlsch gatte KDr.Ien /

FIiM:;~n lief em. S teJen S E die wrsctie<ElEn Konkretlslenmgen ~s Begriffes

"gatt" ~raDS, reriickskhtigen SE, inwEwelt dE Verfahren bkaen bzw. gkX2en
Charakter haren. :;teJen SE aDS lraktlsc~n Erwagungen dE wrgeschBgenen

U)smlgen hC:>chstem, fiir <En c2 -stetigen faD dar.

Greifen SE \lOr aIEm auf dE Arreiten ~n [SclEkke], [HooclEk], [~t],

[water, l'-k>wa.cki] Imd [Hagen] zurikk.

ImpEmentJeren S~ <Ie Verfahren \'On [B~t], [Waker, Nowacki] Imd [Hagen]
uIxf testen s~ \'ergEkrend dE "Gijt.e" der skh ergeren<En "gatten" FJacren."

,'"~:;
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Ein Hauptproblem. (Ias sich in CAGD stellt. ist die Generierung ausreichend
flatter Kurven bzw. FI,khen. Hierbei ergibt sich sogleich die Frage, was unter
"glatt" zu verstehen ist:. Die existierenden Glattungsalgorithmen basieren meist
auf unterschiedlichen Definitionen dieses Begriffes. so daB van vornherein nicht
ersichtlich Jlst, welche vorgeschlagenen Glattungsverfahren auch befriedigende
Ergebnisse liefern. In dieser Arbeit Bollen mehrere Moglichkeiten aufgezeigt
werden. gemaB eines vlorgegeben Glattheitskriteriums glatte Kurven I Flachen
zu erzeugen. Zur LOsl~ng dieser Problematik existieren zwei grundsitzliche
Verfahren I die einen Vel~ahren liefern nach Vorgabe gewisser Eingabeinformation

Korven I Flichen. die nach dem ersten Generierungsschritt welter interaktiv
vom Benutzer so lange modifiziert werden mUsseD (konnen). his schlieBlich ein
befriedigendes Ergebnis erzielt ist; die anderen Verfahren liefern nach Eingabe
sofort die glatteste Ktlrve I Flache eiDer bestimmten Korven-1 Flachenklasse
durch ein Optimierungs-/variationsprinzip. Automatische Glattungsalgorithmen
sind van [Walter, Nowacki] and [Hagen] eingefUhrt worden. 1m theoretischen Tell
der Arbeit werden die!;e Arbeiten and die Losungsvorschlage van [Schelske].
[Hoschek] and [Brunet~1 abgehandelt; im praktischen Teil der Arbeit werden die
Algorithmen van [BruIJtet]. [Walter. Nowacki] und [Hagen] implementiert. um
die Gate dieser Verfahl'en bel der Flachenerzeugung tiberpriifen zu konnen. Die
Programme and Resalulte dieses praktischen Telles finden sich im 2. Band der

vorliegenden Diplomarb,~it.

Der theoretische Teil der Arbeit gliedert sich wie bier beschrieben in folgende
Textkapitel I

In Kapitel1 werden iiberblicksartig die klassischen Methoden wiederholt, Kurven
und Plichelll zu generi,eren. Ais Kurvenschemata werden kurz die Lagrange-
-Interpolation, die Inter»olation mit nattirlichen kubischen Splines and die Appro-
ximation bzw. Interpola1tion mit Hilfe der Beziertechnik vorgestellt. Ais Flachen-
schemata werden TP-]~lachen und Gordon-Coons-Plichera beschrieben, bier
speziell das bilineare urad bikubische Coons-Patch.

[Schelske] hat ausgehend van einem variationsreduzierenden Ansatz ein Verfahren
beschrieben, segmentierte Bezierkurven/-Flichen zu glitten. Sein Losungs-
vorschlag besteht darin, Wendepunkte in Bezierkurven bzw. Vorzeichenwechsel
der Gau8schen Kriimmiling in Bezierflachen aufgrund der vorgegebenen Bezier-
punkte / Beziemetze III: detektieren and dUTCh eine Transformation der Bezier-
punkte der betroffenen Segmente lokal die Kurven / Flichen zu glatten. Es gilt
dabei. die Transformation der Bezierpunkte -[Schelske] streckt das zugrunde
liegende Parameterintervall -gerade derart zu gestalten. daB jedes zu glattende
Segment Bur minimal korrigiert wird, d.h., optimale Streckungsfaktoren fUr die
jeweiligen Segmente zu Ifinden. Es werden Moglichkeiten dargestellt. C 1 -/ C 2 -

-stetige Beziersubsplin4~s and C 2.2 -stetige TP-Bezierflichen zu glitten.

[Hoschek:] hat mehrere Verfahren vorgestellt. unerwiinschte Kriimmangsbereiche
in Bezierkarven I -Flachen iiber sogenannte daale Karven I Flachen sichtbar za
machen. Sind In eiDer ,claalen Karve I Fliche Singularititen erkennbar, so liegt
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in der gegebenen Kurve I Fliche ein unerwtlnschter Krtimmungsbereich vor. 1st
ein Botcher Bereich tiller die duale Kurve I Fliche festgestellt, so tann mat Hilfe
yon z.8. [SCHELSKEs] Parameter- Transformation ein Wendepunkt Interaktiv
beseitigt werden. [HO;SCHEK] schligt aber auch eine sogenannte Bezout -Deter-

minante ala H"fsmitt4~1 zur interaktiveD Glittung vor.

[Brunet] hat eln GlcattheitsmaB fUr bltublsche Fllchen angegeben. Er miSt die
Glatthett elnes Patche,l eiDer segmentlerten Fllche daran, wle stark slch dessen
Innere Bezlerpunkte von den Bezlerpunkten unterschelden, die man bel Vorgabe
von Adlnis Twists ala Innere Bezlerpunkte erhalten wtirde; schlle811ch stellt daB
bilineare Coons-Patch bel Vorgabe der Randkurven eln 1m Innem minimal os-
zllllerendes Patch dar. Es gilt also, eln unbefrledlgendes Segment dadurch zu
glitten, daB dessen Ecktwlsts derart modlflzlert werden, daB slch daB Patch dem
blllnearen Coons-Patci. annahert. Hlerbel 1st zu beachten, daB damlt eln vorber
evtl. gegebener Stetlgi:eltsgrad der Fllche zugunsten eiDer geringeren Oszlliation

aufgegeben wlrd.

In Kapltel 5 werden automatlsche Glittungsverfahren vorgestellt. Ausgehend
van elnem Energie- Mlnlmlerungsprlnzlp ( analog zu kublschen Splines) bat
[Walter] elne Methode entwlckelt, aDS eiDer vorgegebenen Flichenklasse bet
gegebener Punktlnfonnatlon die Fliche zu bestlmmen, die das zugrunde-
lIegende Energielntegr.il mlnlmlert. [Walter] hat In selner Dissertation dlese
Mijgllchkelt fUr elne C 11 -stetlge segmentlerte Gordon -Coons -FIAche fonnullert.
Die frelen Parameter, lfie varllert werden kijnnen, sind die Twlstvektoreni diese
werden ttber eln LGS numerlsch bestlmmt. [Nowacki] geht ttber den Ansatz yon
[Walter] Insofem hlnaus, ala er dessen Idee auf den c2 -Fall ausdehnt (Schlffbau).
[Hagen] geht ebenfalls ttber [Walter]s Idee hinausi er verwendet auch den quln-
tlschen Fall and setzt zusitzllch elne griiBere Flichenklasse voraus, Innerhalb
derer die glatteste Fliche automattsch bestlmmt wlrd. Ausgehend yOn elnem
dlfferentialgeometrisch,en Ansatz wlrd die Flichenklasse abgegrenzt, fUr sle eln
Glattheltskrlterlum aufgestellt oDd der zugehorlge ( automatlsche ) Glittungs-
algorlthmus , der auf eilnem Varlatlonsansatz baslert, beschrleben.

Meln herzlicher Dan.: gilt Herm Prof. Dr. Hagen und Herrn Schulze fUr deren

konstruktive Kritlk an dieser Arbelt.
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1. 1. ~ue -IntercolatioD

Das Hauptanliegen in CAGD besteht dari~ zu vorgegebe~n angeordneten Punkten
des R2 bzw'. R3 eine aJ»proximierende bzw. interpolierende lCurve anzugeben. die
in einem bestimmten S:inn glatt sein soli. 1m Fall der Flichengeneration kann
entweder ej,n angeordn,etes Punktenetz oder aber ein Netz yon lCurven gegeben
seiD, daB eine mogiichst glatte Flache erzeugen soIl.

Da die IClasse der palralnetrtsierten lCurven ( x ( t) ,y ( t) ,z ( t) ) T and parame-
trisierten Fllchen ( x ( II I v) I y ( 11 I v) , z (11 , v) ) T fiber die IClasse der Funktionen
( t, x (t) ) bzw. ( u I V , :~ (u , v) ) T hinausgeht, soIleD bier yon Anfang an lCurven

1Ind Flichelll solcher Art behandelt werden.

Das Grundprinzlp der Kurven- bzw. Flichengeneratlon kann am Beispiel
der LagranB'e-lnterpoJaj~on leicht verdeutlicht werden I

gegeben 1 (n+1) Punkte PI 1= (x.'YI)T bzw. P 1= (x.'YI,zJ T; I = O...n

gesucht 1 Intel)~llerende Kurve P (ti, die die vorgegebenen Punkte

mittels Lagrange-Polynomen jnterpoliert.
1 1. Festlegung eiDer Parametrtsation { to' tn}

(j) iquldistante Parametrisation. d.h. to 1= tmln t

tl::to+j.~t; 1= 1...n
( spezjell 1 t 0 1= 0 ; ~t 1= 1 --+ t I 1 = I )

(jjJ~ chordale Parametrisation, d.h. to 1= tmln'

t. I: t.-1 + d ( PI-I' PI); I = 1...n
~ ...

( hierbej 1st d ( a , b ) der euklldtsche Abstand der
~ ...

beadeD Punkte a aDd b )

2. Angabe der zur spezjellen unter 1. bestimmten Parame-
trisation gehorenden Lagrange -Basis { L 00 ...0 L n }

Jedes Bastspolynom L I babe die Eigenschaft. an der
St.~lle tl den Wert 1 aDd an den Stellen tJ ' j -I .den
WE!rt 0 anzunehmen. Damlt sind die L I Polynome yom
Gr:i.d n. die jeweils an n Steffen verschwtnden
(l..(tJ) = 81 oj) .

3. Be:rechnung der Interpolierenden Kurve unter Ver-
~:J/ der Punkte p. aDd der Baslspolynome L.(t) 1

LOsung

n
is (t) 1= L is.. L. (t)

1 = 0
( t. t )

Dieses Vorgehen kann miihelos auf die Interpolationsaufgabe I (m+D -(n+1)

Punkte p I.JI elnes angeordneten Punktenetzes 1m R3 zu Interpolleren I
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tibertragen werden. hi diesem Fall mUssen jedoch zwei Parameter 0 and v
eiDgefUhrt werden I also aoch bivariate Basispolynome L J. J (0 I v). Das Problem
stellt sich also wie folgt dar II

gegeben 1 (m+1). (n+1) Punkte P I,j des R3 (Ordnung durch Indizes

gegeben ! )
gesucht : intel'POlierende Fliche p (u,v), die die gegebenen Pvnkte mlttels

Lagrange -Baslspolynomen Interpollert
1 1. FE!stlegung der Parametrlsation

W iquldistante Parametrisation, z.B. u i = I , v j 1= j ;

i = O...m, j = O...n

(tiJl chordate Parametrlsation, z.B. Berechnvng der Para-
meter dvrch Mlttelvng der evklldischen Abstinde 1

n
v 0 I: 0; vI 1= -!t- .2: d (PI-1,J ' PI.J );

=0

LOsung

i = 1...m

Vo 1= 0 ;

m
VJa:~.2:d(PI.J-1.Pi.j); j=1...n

i= 0

2. Berechnnng der Basispolynome L'.j (0, v)
VE~rwendet man f'or beide ParametrisatJonen { 00' ...,om}
Olld { v 0' ..., V n} das oben angegebene Schema, so er-

hilt man zwei jeweils univariate Lagrange-Basen :

{ 1"0(0) , ..., Lm(o) } and { Lo(v) , ,.. ,Ln(v) } .

Mi!n sieht leicht ein, daB L. , j (0, v) = L .( 0) .L j( v)

di4~ Eigenschaft besitzt, fiir 0 k = o. and v I = V j den Wert

1 2:0 haben, fUr aile anderen Topel (ok' vI) aber versmwtndet,

d.h. : L.,j(ok'v.) = S.,k. Sj,1 .

3. Berechnang der Interpolierenden FI'&che Doter Verwendang
der Pankte p. .J and der Baslspolynome L ..J (a, v) I

m n
p ( a, v) = L L p.,J. LJ(v) .L. (a) ( 1.2 )

1=0 j=O

Bem. I Die bier skizziE~rte Methode, eine FI~he zu generieren, ftihrt zu eiDer
sogenannten Tensor-Produkt-Flache ( TP-Flache ), da die einzeJnen
"Triger-Funktlonen" in den Variablen U und v miteinander multlpliziert
werden.

1f

Grundsatzlich last liich also sagen, daB bier nor zwei GroDen eine 1(urve
bzw. eine Fllche bestinlmen I

-die gesebenen Punkte ( die als Gewlchte fungieren )
un d \ :==~ ~::~:=:==~:::: ~

-die mit diesen Punkten gewichteten Basisfunktionen.
Die Charakteristlken der verwendeten BasisfunktloneD bestimmen letztendlich
das Aussehen der sich ergebenden 1(urven bzw. FilcheD.



Bel dem bier vorgestellten Verfahren 1st zu bedenken, daB der Grad der zu-
grunde Ilegenden Lagrcangepolynome desto haher 1st, je mehr Punkte zu Inter-
polieren sind. Dies hat. zur Folge, daB resultlerende Kurven bzw. Fllchen sehr
starke Oszillatlonen 1:11 den Berelchen zwischen den gegebenen zu Interpo-
lierenden Punkten aofwelsen tanneD ( es wird ja kelne Anforderang an daB
Verhalten elnes Lagrangepolynoms zwischen lwei Parameterwerten t 1 ond t 1+1
gestellt ) .Aus dlesena Grande 1st elne Interpolation mit Lagrange-Polynomen
Bur seiteR slnnvoll.

Beispi~L...:-
geg~!ben I 4 .3 Punkte 1m R T

U -Partition I {O, J, 2, 3 }
v -Partition I {O, J, 2 }

gestl:cbt I Lagrange -Baslspolynome

LOstlng : folgende anivariaten Polynome erflillen die
Eigenschaft L.(oj) = I ,wenn I = j,

L. (OJ) = 0 , wenD i -.j :

Lo(o) = -J/6. (o-J). (0-2). (0-3)
L.(o) = 1/2.0. (0-2). (0-3)
L2(0) = -1/2 .0 .(0-1) .(0-3)

L3(0) = 1/6.0. (o-J) .(0-.2)

Lo(v) = 1/2. (v-1). (v-2)
L 1 (V) = -V .(v-2 )
L2(V) = 1/2. v .(v-1)

1. 2. ~,cbe interl)OJierende Splines

Kubische Splines stellen insofem eine wesentllche Verbesserung gegeniiber
den oben verwendeten Lagrange-Polynomen dar, da bel Jlhnen das Verhalten
zwischen zwei aufelnanderfolgenden Parameterwerten streng dutCh ein Energie-
integral festgelegt 1st i dies bier auftretende Integral kann gleichzeitig als
GlattheitsmaB aufgefaBlt, werden. Die bel Lagrange-Polynomen hoheren Grades auf-
tretenden Oszillationen werden damit reduziert.

Stellt man an elne interpolierende Kurve lediglich die Anforderung C2 -stetig
zu sein, so liSt sich zelgen, daB eine stiickwelse kubische Kurve ( meint, die
zugrunde liegenden B;!sis-Funktionen sind stiickweise kublsche Polynome )
erstens dJese Fordrung erfUllt and zweitens die Blegeenergie minimlert.

tJ
Stellt man sich daB Problem, daB Energieintegral f (f"(t»)2dt fUr elne

to

zweifach Btettg differeozierbare Funktion mit vorgegebeo Randbedingungen z u
minimieren, so staDt man auf eine Variattonsaufgabe .

f (t1) = a1

f' (t1) = b1

f" (t1) = Cj

(j) f (to) = ao '

(H. f' (to) = bo '
(Ht) f"(to) = Co '
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gesucht I C 2 -stetige Funktion f, die die Randbedingungen erflillt und

fUr dlie der Wert tj 2

J (f"(t)) dt minimalist.

to
1. LOllen der Ell/erschen DlfferentJa/8/eI(~1lD8 ( Variations -

rechnung ! ) ala notwendige Bedingun,g f'dr elne Mlni-
miE~rung des Integrals I
De.. Integraud als Funktion der Ableit1Ingen von f lautet
F ( f, f', f" ) = f" 2. Damit erglbt slch I

1.O8gng I

~F
~f

aF
af'

~F
~ f"

= 0 and = 2 JF"=

Die Eulersche Differentialgleichung laotet also

d2+-
dt2

~F
aT-

aF
a f"

-d2-~ 2f" =

0== 2 f (IV)

f(IV)+--+ 0=

Die allgemeine LOsung dieser homogelllen DGL 1st damlt
gegl~ben durch I

f(t) = At3+Bt2+Ct+D ( 1. 3 )

2. DIe EindeutJgkeit der LOsung liSt sich beweiseu, indem
eine~ Funktion s ( t) angenommen wird" die ebenfalls das
betJ~chtete Integral mlnlmlert; es stell't slch dann heraos,
daB s (t) = f(t) gilt.

Bem. I 1m Fall eiDer parametrfsierten Kurve (x(t).y(t))T ward daB Integral

t1 2 2
J (x' .( t:l ) + ( y" ( t)) d t betrachtet and ftihrt eben-

to
falls zu jewells kublschen Polynomen ( analog ftir Kurven 1m R 3 ) .

Stellt man sich nun die Aufgabe. durch jeweils zwei vorgeget~ne Punkte PI and
P 1+1 ein knbisches Kurv'!nsegment mit C 2 -Anschlu8 zo den beiden angren-

zenden Nachbarsegmenu'D zo legen. so besteht die Schwierigkeit darin .fttr
jedes einzelne KorvensegllDent P (I) (t) .t c [t I .t 1+1 ] I die jeweiligen Koeffi-

zienten der zogehorigen kobischen Polynome zu bestlmmen .dieses wiederum
jewells f"dr x (I) (t) .y (I) (t) oDd evtl. z (0 (t) .

gegeben I

gesucht I Polynome p (I) (t),

Punkte Po = (Xo'Yo ,zo) bls Pn '

Parametrisatlon { to' ...,tn}
Koeffl2:1enten ( -Vektoren ) der n

t~[tt"tl+I],I=O...n-1.



Berechnnng der Koefflzientenvektoren aller Polynome der ArtLOsung I

( 1 )

(2)
(3)

i = 0...n-1
i = 1...n-1
i = 1...n-1

P (I) (t=tl) = a = PI
P (0' (t = t ) = ph-o. ( t = t 1 )1 ..
P (I)" (t = t I) = P (1-0 ( t = t 1 )

( 3) In (0) elngesetzt Ilefert mlt h 1 I: t 1 -

(4)
, Ii = 1...n-'

.A I ~ ~
d 1-1 = ~ .J. ( C 1 -C 1-1 )1

( 4) iD (0) eingesetzt liefert

(5)
1

h 1,1
i = 1...n'--;f

( 4) Dnd (S) in (0) eingesetzt liefert

...(6) hh-l. Cl-1 + (2(h.-I-h.)). c. .a+ h.. c.+1

J
)a.- a.-1( 1 .a .a)--.= 3. T. (a.+I-a. h._I

1

i = 1JI...n-1

Mlttels (6). ( 5) ond (4) kannen nachelnander die onbe-
"'... ~

kannb~n GroBen b l' C 1 ond d 1 bestJmmt werden. wobei
(6) ein tridlagonales. dIagonaldomlnant.es LGS darstellt.
Da Insgesamt n+1 Unbekannte C I zo berecl1tnen sind. anderer-
Betts aber nor n-1 Glelchangen gegeben sind. konnen ~ 0
and C n vorgegeben werden.

Bem.: Wahlt man In I[ 6) C 0= cu:= 0 .so spricht man von elnem natiir-

lichen kabischelJ! Spline ( Randkrtimmungen sind damit 0 ) .

Soli entsprechend de,. Doter ..1. vorgestellten Lagrange-IntA~rpolat1on eine Basis
bestehend aDS jeweils '~ubischen Splines verwendet werden, so werden die Be-
dingungen flir jeden Spline wie folgt aufgestellt I

gegeben I Paraml~satJon { to tn} ; Punkte j>1 .i = O...n

gesucht I ( n+1) kubische KardlnalspllJJes. mit der Etgenschaft

= 81,J i = O...n
C, (tj

Es 1st (n+1) -mal der abeD vorgestellt.e Algorithmus zur
BestiD1mung elnes kublscben Splines anzuwenden i die Kar-
dlnalfunktionen C I (t) tannen daun wie die Baslspolynome
der L!grange -Kardinalbasis unmlttelbar mlt den gegebenen

LOsung I
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Punkten P I gewichtet werden I

n
p(t) = L PI-CI

1=0

( t. 4t)

i = 0 ...D ,

t([to ,tn]

Fur die Anwendong ist dieses Vorgehen jedoch ongeeignet. da allein zor Be-
rechnong der Kardinailfonktionen der (0+1) -Cache Aofwaod entsteht ver-

glichen mit dem Interpolations-Algorithmos ohne Kardinalbasls.

Das Verfahren kann in gleicher Weise wie bel der Lagrange-Karveninterpolation
auf die Interpolation von Flachen Ubertragen werden; fonnaliert man die
entstehende Flkhe mit jeweils kabischen Kardinalsplines in den Variablen
0 ond v, so gilt for einen Pankt der Fliche :

n m
: p(a,v) = L L P,.j-C.(u)-Cj(v) (1.5)

j=O i=O

1m Fall geschlossenelr Splines ist zu berticksichtigen. daB entsprechende Perla -

dJzititsbedingungen an2:ugeben sind. So mu8 zum Beispiel BelteD. daB h n = h 0 .
h n+1 = h 1 ond P n = PO' P n+1 = P 1 Bei Aufstellung des zugeho -

rlgen LGS zur Bestimmung der Koeffizienten (- Vektoren ) C i erhilt man daun

natiirlich ein zyklisch tridiagonales LGS.

Es ist an dieser Stelle noch darauf hlnznweisen, daB sowohl Lagrange- als auch
kubische Interpolation "Verfahren sind, die global sind, d.h. , jeder einzelne ge -

gebene Sttitzpunkt hat EinfluB auf das Aussehen der gesamten Kurve. Dies ist

im Sinn einer moglichst lokal modiflzierbaren Kurve h&hst unbefriedigend.

Bet Verwendung der ISezter-Techntk werden andere Basispolynome. sogenannte
Bemsteill -Polynome , benotigt. Etn Bemstetn-Polynom vom Grad n in der

Variablen t tst dabei wte folgt defintert :

( 1.6 )

n1. B. (t) fUr t :: a eine i-fache Nullstelle hat,

2. B: (t) fUr t :: b eine (n-i )-fache Nullstelle hat .
3. B: (t) in [a. b] genau ein Maximum fUr t = a + (b-a). ~ hat I

n

4. B: (t) ~ 0 j~Ur t E [a. b] (Positivttat) ,
n ( n-1 n-1 ) ( )5. Bi (t) = (b-t).B. (t)+(t-a).B.-I(t) I b-a (RekursioD) ,

n
6. L B ~ ( t ) :: 1 fiir t ( [a .b] .

-i = 0
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Die Eigenschaften I.. -3. garantieren, daB ein Bemstein-Polynom in [a, b]
keine Oszillationen enthalten kann; 4. ond 6. lassen die Bemstein-Polynome
geeignet erscheinen, milt irgendwelchen GroBen -das sind nattirlich Punkte -

gewichtet zo werden; Eigenschaft S. gestattet ein rekursives Aoswerten der

Bernstein-Polynome.

Die Bemsteln-Polynomj! yom Grad 2 iiber [0,1] sind die quadratlschen Polynome

Die Bemstein-Polynome yom Grad 3 iiber [0,1] sind die kubischen Polynome

1-" -" -" 2-" -" -" -"Hierbei sind 6 bl 1= bl+1 -bl und ~ bl 1= bl+2 -2 bl+1 + bl Vorwirts -

dIfferenzen der gegebenen Bezierpunkte.
Mit den Formeln ( 1. 7 ), ( 1.8 ) und ( 1.9 ) la8t slch lelcht erkennen, daB nur-"..., -" -" -" -"
die Bezierpunkte b 0 ' b 1 und b 2 bzw. b 0-2 ' b 0-1 ' b 0 die Ableitungen an den
Rindern des Bezler-Polynoms bestlmmen. Es gilt lUr [a, b] = [0,1] I

6!)

b( 0) = bo ' b (1) = b ,
"', "', n... ...
b ( 0 ) = n -(bl- bO 'I , b ( 1 ) = n -( b -b -1 ) ,
...t, tt D D ...

b(0)=n-(n-1)-(b 2-2b l +b O )' b (1)=n-(n-1)-(b-b l +b 2 ).D2,D- D-

Interessant sind diese Beziehungen in dem Fall, daB einzelne Bezier-Segmente
unter Efidllung bestimmter Stetigkeitsanforderungen zusammengesetzt werden

soIleD.

AIle hier aufgef'dhrten Beziehungen fttr die AbleituIigen his zum 2. Grad
konnen natiir1i(~h mit ( 1. 7 ). (1.8) and (1.9) auf da.~ allgemeine Deftni-
tionsgebiet [a. b] tibertragen werden.

Bem. :

Bet etnem Bezter-Pol~rnom vom Grad n bet gegebenen ( n+1 ) Bezierpunkten liegen
-a"" -a

also ledtgltch bound 1:1 n auf-ader Kurve b ~ t) .1m "Innern" der Ku~ wet8 man
zwar, daB "tn der Nahe" von b I die Kurve b (t) am stmsten von b J beeinflu8t
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wird, da aber aile gegt~benen Bezlerpunkte Elnflu8 auf das Aussehen der reBut -

tlerenden Kurve haben,lst daB lokale Aussehen letztendltc'h Bur schwer vomer-
zusehen. Aus dIesem (;runde wird folgendermaBen verfahren I

( i) Es werden (n+1) Punkte p 1 vorgegeben. die zu iDterpolieren (!) sind.
( 11) Es wird eine Stetigketts -Bedingung vorgegeben. die vorschreibt. wie

oft die einzelnen zu berechnenden Kurven- Segmente an ihren Rindem
stetig diffen~nzierbar sein so lien.

(11i) Die einzelnelR Kurven-Segmente Bollen jeweils B4~zier-Polynome seiD,
die elnen Grad haben. der die Stetlgkeits -Bedingungen erfUllen li8t.

( iv) Steht der ~ad der Bezier -Polynome fest. so kann zunachst gesetzt
werden I

and i = 0...n-1;

I[ Der obere Index stehe f'dr das Segment. )

Exemplarisch soil jetzt der Fall erortert werden, daB die Punkte po'.. Pnseg-
mentweise mit jeweils kubischen Bezler-Polynomen C2- stetig interpoliert werden.
Aus 1.2 1st bekannt, daB ein C2- stetiger tibergang mit jeweils kublschen Poly-
Domen errelcht werden kanD ; folgllch sind f"dr jedes Kurv4~n-Segment ..Bezier-
punkte derart. zu bestimmen, daB slch ein C 2 -tibergang ergibt.

Die notwendigen Bedlr.gungen lassen slch aDS folgenden :Bezlehungen ~rleiten
( iquidistante Parametrisation -t 0= 0, ...,t n= n -vorausgesetzt) I

~ .~
(I) b31 1= PI .I=O...n

( iI) Bach (1. 8 ) gilt fljr die Ableltong am Rand eiIJles koblschen Bezier-
segmentes :

..00 ~ ~ ~o ~ ~
b (0) = 3 .( b 1 -b 0) bzw. b (1) = 3 .(b 3 -b 2 )

(ill) nach ( 1.9 ) folgt analog fljr die 2.Ableitong am Rand 1
..." ~ 00 b (0) = 3 .:Z .( b 2 -2 b 1 + b 0) bzw. b (1) = 3 ..2 .( b 3 -2 b 2 + b 1 )

(Iv) mlt (iI) ond (Iii) folgt also zom Erhalt eines C 2 -stetigen tibergangs

an elnem Segmenttibergang :

( 1.)

( 2.)

Es last slch damlt formulleren :
A ...

2 b 31-4. -b 31-5 = d 1-1 = 2 b 31-2

.-b 31+2

..a
--b 31+5

=)



LOsen des entstandenen diago,naldominanten L G Strid lagonalen .

.

...
liefert ~ ~bek~n~n Vektore~ d I' 11!.it denen aile inneren Bezier-
punkte bl ,b:z ' b" ,bs' ..., b3n-2' b3n-2 durch Drittelung... der
Verbindangsstrecken zweier aafeinanderfolgender Punkte d 1 and d 1+1 I

( i = 0 ...n-J ) .

Bem.: Bei AufstellDng des LGS faIlt auf, daB die beiden FreiheJts-
grade b 1 Dnd b 3n-1 vorgegeben werden mUsseD.
1m Faile d 0= bo Dnd dn = b3n folgt, daB die ersten bzw.

letzten drei Bezierpnnkte kollinear sind nnd der entstehende
Spline~ damit. in seineD Enden die Krtimmung 0 bat ; man
spricht dann van einem natiirlichen kabiscben Spline.

Es 1st damlt mogllch. jedes elnzelne Kurvensegment als Bezlerpolynom yom
~ ~

Grad 3 mlt den zugehorigen Bezlerpunkten b31' b 31+3 .1 = 0 ...n-1 .

auszuwerten.

Zar Aaswertang eines Bezierpolynoms bietet sich aafgrand der Rekarsionsei-
genschaft der Bemstein-Polynome ( s. J. 3., Eigenschaft 6 ) eine Bach de Casteljaa
benannte Methode an. Dabei werden Bezierpankte solange linear mtteinander
kombiniert, bis der Wert I Karvenpunkt fUr einen bestimmten Parameterwert t
berechnet ist I

..
bo.o
b1.0..
b2.0

de Caateljau -Sd1ema ( 1. 10 )--b -
_0
b =
,;: =
...--b n-1 -
--b -

n

..
bl.1
b2.1

...
b2.2...
b3.2...
bn-I.2...
bn.2

...
~

b n-1 ,0

bn,o

......
bn-1.1
bn,1

--
bn.n = b(t) .t« [a,b]

Ala Berechnungsvorschrlft giltl bl,J 1= ((b-t)ebl-I,J-1 + k-a>ebl,J-I)/(b-a)i

j=1...n. l=j...n.

1.4. ct -TP -Bezterf~

.& .&.& .&

.& Sind 1m hum ~ mot") .(m+1) Pnukte bo.o' b3.0 b6.0' b3m.O' bO.3n .b3.3n b311tl.3n gegeben. die bier gleich also zu interpolierende
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Bezierpankte aafgefa81~ werden. so stellt sich das Problem. ein darch jeweils
4 Bezierpankte gegebenes Flachen-Segment -Patch genaJlnt -mit den lInter
j. 3. angegebenen Verfabren zu berechnen.

Man verfihrt dazu foli:endermaBen

( 1. Generation iLller inneren Bezlerpunkte der jeweils kubischen Splines
in u-Parameter-"Richtung" ( das sind n+1 Splines. ! )
=) b31+1 ,jl ' b31+2 ,J i j = 0, 3, 6, ..., 3n. I = 0, 1, 2, ..., m-1

( 2.) Generation aller Inneren Bezlerpnnkte der jewells knblschen Splines

in v-Parameter-"Richtung" (das sind 3m+t Splines! )--
=) bi .3j+1 ' bi .3j+2 ; I = 0, t, 2, 3n , J = 0, t, 2, m-1

Das Verfahren basiert also auf eiDer zweifachen Anwendung des gewohnlichen
Algorithmus' zur Konstruktion eiDer Bezierkurve. Es werdeIJI zunichst die erfor-
derllchen Bezierpunkte fUr ( n+1 ) Bezierkurven mit Parameter u berechnet :
ausgehend vou den erhaltenen Punkten konnen in eADem zwelten Schritt die be-
notigten Bezlerpunke fur ( 3m+1 ) Bezlerkurven mAt Parameter v hergeleitet
werden. EID elnzelnes blkablsches TP -Bezler -Patch wird damlt wle folgt
deflnlert I

3

~
1=0
3

~
1 = 0

...
b(u,v) := ( 1. 11 )

a. (v)=

Die zweite Formulienlug yon b ( u .v) verdeutl icht , daB zur Berechnung eines
Patch -I Flicheupunktes der de Casteljau -Algorithmus zweifach anzuweudeu
ist. Soli b ( u. v ) ermit.telt werden. so ist folgeudermaBen vorzugehen :

...
(2.) berechne b (u. v ) mAt den 4 Doter 1. gefundenen 4 Bezierpunkten

a 0 .a 1 .a 2 .a 3 ond unter Verwendung des de Casteljau -Algo -

rithmos ( Pal'ameter ist 0 )

Hleraus wtrd erslchtli.=h. daB zur Ermittlung elnes Patch-Punktes b ( u .v) Ins -

gesamt S-mal der de Casteljau -Algorithmus zurBerechnung elnes Kurvenpunktes
anzuwenden 1st. Da der Berechnungsaufwand fur elnen Kurvenpunkt 0 (n 2 )

betrigt. 1st dies auch der Aufwand .um elnen Patch-Punkt 2:U erhalten.

..
Man bedenke. daB bet dteser Methode Bur die (m+1). (n+1 ) Punkte b31,3J

als gegebene Information zur Verftigung stehen i Anforderungen an "Glatt -

heit' der die Patches bet~renzenden Kurven oder gar die FornI der Patches selbst
werden nicht gestellt .Jantsprechend tanneD -wte dies Eigenart der kubtschen
Splines ist -in der stch ergebenden bikubischen Flidle Osztllatlonen auftreten.

3

L
j= 0

I = 0...3 und anter Verwendung des de Casteljau -Algorlthmus

( Parameter 1st v )
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1. 5. Coons -FIlchen

All den blsher vorgestellten Verfahren 1st gemelnsam, daB Immer our endllch
viele Punkte ala zu Interpolierende Objekte gegeben sind. :Zur Erzeugung elnes
Patches stehen also lediglich die 4 Eckpunkte ala InformcLtion zur Verftigung.
Coons geht bel der Paltch-Erzeugung davon aDs, daB aile ,(. das Patch begren-
zenden Randkurven gel~eben sind i die Methode ward aus dlesem Grund auch
ala elne transflnfte Me1~ode bezeichnet.

1. S. 1. DaB bilineare Coons -Patch

Sind lings der 4 Rin,tfer eines Patches aile 4 Randkurven In der Form p ( 0 , v ),
p (1,:v), P (a, 0) ancil p (a, 1) gegeben -a and v c [(), 1] -, so werden
im F,all des bllinearen Coons -Patches korrespondierende 1Pankte "gegeniiber -

liegender" Karven linear darch Geradenstticke interpollert. Man erhalt damit
2 Tellflachen der Form

p. (O,V) 1= (1-0) .p(O,v) + o.p (1,v)

P2(o,v) 1= (1-v).p (u, 0) + v. P (0,1)
ond

Addiert. man diese b4~iden Teilf1~hen, so erhilt man eine Flache, die an ibren
Rindem nicht mehr mit: den gegebenen Randkurven iibereinstJmmt. Es muB also
ein KorrekturgUed him:ugeftigt werden, so daB diese Bedtngung nicht verletzt
wird. Man flndet dieses Korrekturglied, indem man den ProJektor p 2 auf p 1 ( U, 0)
ODd P 1 (u, 1 ) anwendet I

Pt (U ,0)-
Pt (u,1)

= (1-u) .p(O.O) + u. p(1.0)
= (1-0). p(O.1) + o' p(1.1) and damit

P3(U,V) = (1-V).PI(U,O) + V.PI(u,1)

( 1-v). (1-u). P (0 ,0) + U' P (1, 0)=

(1-0). P (0,1) + o. P (1,1)+ v .
Das glelche Resultat finde man auch durch Anwendung d4~S Projektors p 1 auf

P2( 0, v ) and P2( 1, v ~ .Die bilineate Coons -Flache , die die Randkurven
erhilt, 1st dam it gegeben durch

( 1. 12 )p( a,v) := PI(U,V)+P2(U.V)-P3(II,V)

Dlese Darstellong wird ,loch als BooJesche Summe p 1= P 1 .pi 2 = P 1 + p 2 -P 2( P1 )

geschrteben and bezeichnet.

Bemerkenswert 1st auch, daB P3( a ,v) alleln elne bilinear-e TP -Fliche dar -
stellt, die man unter Anwendang der berelts vorgestellten 1rp -Techniken er -

halteD wttrde. Hleraas erkennt man, daB die Coons -Flichen eine allgemeinere
Klasse darstellen als die TP -Fllchen ( gaDZe Randkurven, nicht oar Eckpankte

gegeben ! ) .
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Sollen ~ed(>ch mehrere bllineare Coons -Patches zu eiDer segmentierten Flache
zosammengesetzt werden, so Ilegt an den Patch -tibergangen lediglich Co- Ste-
tlgkelt vor, da In die Konstruktionsvorschrtft elnes Patches lediglich die Rand-
korven .aber nlctat die Ableltungen van u- oder v-Parameter-Unien auf dem
Patch In Irgendelner Weise vorgeschrleben werden.
Um wenigstens eilae C1- stetige segmentierte Coons -Flache zu erhalten, ver-
wendet man kubische statt der linearen Baslsfunktlonen; die verwendeten
Baslsfunktlonen w4~rden auch blending functions genannt.

1. 5. 2. JJJ:L~lsche Coons -Patch

Sollen anstelle linearer blending functions kubische blending functions verwendet
werden. um "gegeniiberliegende" Randkarven zu interpolieren. so bedarf es neben
der reinen Kurven-Information noch der Normalen-Ableitungen lings aller 4 Rand-
kurven I It ( 0 .v) .P ( 1 .v) .P V ( u .0 ) and p v ( u .1) .Damit konnen be-

,II II
nach~e Patches C 1 -stetig miteinander verbunden werden.

Sollen ~~ Punkte is 0 and is 1 ,zu denen jeweils auch die Tangentenl is ~ and is'l
gegeben sind, kubisch Interpollert werden, so bietet Bach eine Gewichtung ge-
wisser B~.lspolynome mit dies en 4 GroDen an, Als geelgnete Basis verwendet
man tibllcherwelse die Hermite -Polynome 3. Grades, fUr die also gelten muB :

Durch Koefflztentenvergletch ond LOsen des slch ergebenden LGS erhilt man
" koblsche Basispolynome I die jeweils (i) I (ii) I (lit) oder (tv) enallen I

tc[O.I].

1
0

-3

2

T .C ( 1. 13 )= I

--
H 0 and H:1 inter]>olieren also die Pankte. "0 und H1 die Tangenten

Fur ein4~n Kurvenpunkt -t E [0 ,1 ] -mu8 also gelten

1

2:
i= 0

( 1. 14)-
p t ) =

0

0

3

-2

0

1

-2

1

0

0

-1

1



Wendet man die Hennite-interpolation zar Interpolation "gegentiberliegender"

patch-Randkarven an, daDo steffen sich P j (0, v ) and P 2 ( 0, v) so dar I

1

Pj(a,v)l= ~ p(i,v).Ht(a) + Pu(i,v).Ht(a) ,
i= 0

1

I
j=O

P2(U.V) :=

u,vc[O,1]

Wertet man PI (u, v) fur v = 0 uod v = j aus, so erglbt slch

j
PI (0,0) = L p(I,O) -H. (0) + Pu (1,0) -H. (0)

1=0

P1 (U,j) =
t

I P (i,t) .H. (0) + Pu (i,1
i=O

.H.(o)

Wendet man Projektor P2 non auf P1 ( 0,0 ) and P1 ( 0,1 ) an, so erhalt man
das Korrektorglied p 3 ( U , v) :

1

2:
j= 0

1

2
1=0

P3 (g,V) = .HJ( v)

.H J( v)+

( 1. 15 )

Es fallt auf, daB zur Berechnung von P3die gemischt partiellen Ableitungen

~ P ('or di,e 4- Eckpunkte des Patches gegeben sein musseD, was sie nach
ooov

Voraussei:zung aber nicht sind. Die geeignete Bestimmung dieser sogenannten
Twists iml Sinne der Erzeugung "glatter" Patches wird in den folgenden Kapiteln
erortert ",erden musseD ( Elnflu8 der Twists prlmar abhangig van der Art der
zugrunde liegenden Parametrlsation ! ) .

Das bikut.is(;he Coons-Patch hat dam it die Matrizen-Darstellung

P (Uoy) := P1 (u,v) + P2 (U,V) -Pa (U,V)

--
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I

.

u,vc[O,1] ( 1. 16 )

Hem. I Das ( TP -) Ferguson -Patch erhilt man, wenn man von (1.12

.11. Term i$ 3 ( U ,v) verwendet I
nor den

.CT.
..a
f( g,v):: u .c . v

p (l,j)1 P (I,j)'y pu( I, j) I p uv( I ,j)

, .
U .C.p.CT. V= ( 1. 17)

Hlerbellst C die Matrix aDS ( 1. 13) , U 1st die Matrix [1, D, D 2, D 3 J,
lrr die Matrix [1, V, v2, v3 JT .

Bem. : Die Einschrankung auf das Interval) [ 0, 1 ] ist nic:ht stOrend, da ein

be)iebige~; Interval) [ a, b ] durch die lineare Transformation
t 1--> ( t,-a ) / ( b-a ) , t f [ a, b ] , auf das ][ntervall [ 0 ,1 ] ab-
gebildet ,werden kann und umgekehrt.

Sind die Parameter U t [ a. I a.+1 ] and v t [ VJ I Vj+1 ] gegeben I so
wertet man (1.13.) mat den transformlerten Parametem a.:: (a-aJII1 a.
bzw. v :: (v-v J) Il1v J i bJerbeilst 11 a. := a.+1 -a. I analog 11 v J .

Ferner mUsseD die Untennatrlzen der Matrix mat der Eckpankt-Infonna-
tion aas ( 1. 13. ) folgendermaBen transformlert werden:

I -

I,J = 0,1

1. 5. 3. :I.ransformation des TP -FerQUson -Patches in Bezier -DarstelluD2

A"f
Das al~1 ( 1. ~) elngef'dhrte TP -Ferguson -Patch f (u "v ) = U C P CTy

kann lelcht in eln blkublsches TP -Bezler -Patch umgerechnet werden.
It

Das blkublsche TP -Bezler -Patch 1st gegeben durch
3 3

..~ ~ -3 3
p(u,v):: L, L, bt,j.BI(u).Bj(v)

j=O 1=0
D,V« [0,1]
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1 0 0 0 1 -3 3 -1 1

=[1,o,02,oa]. -3300 .<bi,l).O 3-63. v
3-630 003-3 v2

-1 3 -3 1 0 0 0 1 va

= U M B MT V

Durch Gleichsetzen yon f ( u, V ) und p ( u, v ) kano die Matrix P mittels
der Bezierpuokte ausgedrtickt werden I

U\C p CT V = U M B MT V
< == ) p = C -1 M B M T C T-1

Man findet dann p =

~ I

I~o,~ ~o,a 13(~O,J-~o,o) 3(~o,a-~o,2)
b3,O ba,a 13(ba,J -ba,o) 3(ba,a -ba,2)

~ """" ' """" 3( bJ,O- bo,O) 3( b1,a -bo,a):9( bo,o-b1,O-bo,1+b1,1) 9 (bO,2-b1,2-bo,a+b1,a)

"""" """ I'" """" 3( ba,o- b2,O) 3( ba,a- b2,a) ,9( b2,O -ba,o -b2,1+b a,1) 9 (b2,2 -ba,2 -b2,a+ba,a)

I

( I, 18 )

Bei bekannten Bezierpunkten b i,l ist es somit moglich, die in ( 1. 1S ) auftre -
tendeD Twists p av (i, j) -i, j = 0,1 -zur Patch-Auswertung Bach Coons an -

zogeben. Umgekehrt kann natiirlich auch ein in Ferguson -Darstellung vorl ie-
geodes Patch in die TP -Bezier -Darstellung transformiert werden, so daB
ein de Casteljau -Schema zur Berechnung heranziehbar ist.

Bern.: Da i.a. die Gleichheit p uv (i,j) = P vu (i,j) nicht gilt, stoat man auf das

sogenannte Vertauschbarkeitsproblem dieser Twists. GREGORY bzw.
NIELSON haben Moglichkeiten vorgeschlagen, dieser Problematik zu ent-

gehen:

GREGORYersetzt die GraBen Pav(O,O) , Puv(O,1) ,

p av ( 1,0), P uv ( 1 ,1) durch

u.Pvu(O,O) +v.Pav(O,O) -u.Pvu(O,1)+(v-1).Puv(O,1)
,u+v ' -u +v-1

(1-u) .Pvu(1,O) +v.Pav( 1,0) (u-1) .Pvu (1,1) + (v-1) .Puv(1,1)
.I-u+v ' u-l+w-1

Werden die Twists auf diese Weise ersetzt, so bleibt die gewiioschte
C 1 -Eigenschaft der resoltierenden Flache unberiihrt.

I
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NIELSON lost das Vertauschbarkeitsproblem dadurch. daB er die Boole-
sche Summe p := P1 ep2 abweichend von (1.12) folgendermaBen deflniert:

..~. P1 e P2 1= P1 + P2 -

Die Fonktionen « and P mUsseD dabel den Bedlngungen

!t(u,V), ~(u,V) ~o.

~ (i,v) = 1 , !t(u.j) = 0 . and

-l,jE {O.1}

gel.tigen. Der Twistbereich der Matrix aDS ( 1.16 ) stelit sich damit fol-
gendermaBen dar :

OC.Puv(O,1) + ~.Pvu(O.1)

«.PQV(1.0)+~.Pvu(1.0) . It.pQV(1.1)+~.Pvu(1.1)

HAGEN hat eine Moglichkeit vorgeschlagen. die Twistvektoren In geeig-
Deter Weise vorzugebeni iiber eiDeR differentialgeometrischen Ansatz wird
del' Twist zu einem Knotenpunkt Pt,J in Abhangigkeit des dart vorge-
fundenen Normalenvektors Dt,J := (Pt,Jax Pt,Jv) In PI,J a x PI,J ~.II bestimmt.

Hierauf wird in Kapitel 5 ausf"dhrlich eingegangen werden,
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t. 6. Bllcier zu KaPitel t

a) TP -(Kardinal-) Lagrange -Fliche L 2( Q) .L 2( v) .Q. V .[0.3]

Q-Partition : {oo=O. 0.=1. ur2. °3=3}. v-Partition analog

Bem.: Lt(xj) = 8tl

Bernd HMann
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b) Kublsche Kardinal -Splines In eiDer Vartablen.
( mlt zugehBrigen Bezlerpunkten)
t-Partltion I {to=O, tj=1, t~2, t3=3}

Hem. I C,(tj) = S'j

: : ~ m :
.-N.: M :...

: : : : ~ ~ ..'.
' :.:

.~: : .

.~. ....."".., ,.,.., '.'...'." : C ~ ~ .~ :

."'-..1;.; '.

: : : : ~ : : : :

.'. .~ : ~ .
: : ; ..

..
~ ; ~ ~ ~ .~.

."'\..J.: .~.
: : ~ ; : ; CO!) .

.: : ~ :
: ~ ; ~ ...~ ; ., .:

>: :
.:

m: , :

m. .~0'1: .:
N :. I..Q: : .
., a.I...: : ; : : ~: .: :.

.-~ .
~ .~. .

..D : : : '" o. .:

I : ~: , :
1..: .:,..~ .,
..: : : I-G '...: ~: :. : :

N .
a.I .: :

..m ...~ ~ ~ : ..:

.. t cf) .,~ .D ...
..D...: : : : : : D.. ..~ .

I.. ..""i'-': .
a.I. ..~ .

..+II...: : : : :. ~. .,

.-~ ..~ .to : ~
: ~ : : : .a ..

~ :4 i ; .1 .
~ ~ ,-: ~ b:: :

~
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c) BJkubische C1- TP- (KardJnal-) Bezierfliche C2(U). C2(V)

aile Daten wte bet Beispiel 1.6. a)
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d) NotwendJge Infornlation lor Konstruktion eines bilinearen ond
bikubischen Coons -Patches

Bildung d.s bi,lin.aren Coons -Pa'tches :

pI. (u~ v) p2 (u.

+

p3 (u~ v)

-
P = pI +p2 -p3

Rand -Inforfta'tion des bikubischen Coons -Pa'tches :

pa!

p(8,Y) pll

""""""""'" p (U,Y)

\ \
.,.-Pu (1, Y)

~ t .-
pUS pY (u,8) pIS

",,"j
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2. 1. EinleitllDl

Hans-Joachim SCHELSKE stellt In selner DIssertation (j984) ein Verfahren vor,
lokal ( = segmentweise ) knbische bzw. quintische Bezlerpolynome zu glatten.
Ziel dabei 1st es, einerseits in einzelnen Segmenten auftretende Wendepunkte
zu beseitigen ( = > "glatt" ), andererseits die c1 -/ C2 -ttbergange an den
Segmentgrenzen der kubischen / quintischen Beziersubsplines zu erhalten.
Als geeignetes Verfahren, dies zu erreichen, schlitt SCHELSKE eine Streckung
des Parameterintervalls vor, das zu einem Segment mit Wendepunkt gehiirt.

AuBerdem wird aufgezeigt, wle die Methode zur Glittung von SegmenteD eiDer
TP -Bezierfliche herangezogen werden kann.

DIe Aufgabenstellung,. ein Segment zu gl atten , teilt sich somit in folgende
Schrltte auf:

( i) Detektion der Segmente. die Wendepunkte enthalten
( i i) Priifen. ob die Randbedlngungen elnes Segmentes mlt

Wendepunkt die Entfemung desselben erlauben
( I Ii) Bel Erfiillbarkelt van (i i) Streckung des zum Segment

gehorigen Parameterintervalls mlt einem tt geelgneten "

Streckfaktor

2.2. ~e&:una: yon BezieroolYDomen I Parametertntervall -Streckuna:-

I Alles im Folgenden Gesagte bezieht sich zunichst auf Bezierkurven
im R2, d.h. ebene Bezlerpolynome. Elne tibertragung auf Kurven 1m
R3 1st our dann oboe welteres mogllch. wenD auch dort das Bezler-
polynom vollstaodig in eiDer Ebene verliuft.

Bem.

2. 2. 1. Zerle2un2 yon Beziert)OlYDomen

Soil ein Bezierpolynom b ( t) n-ten Grades mit Bezierpunkten bo' ..., bn' de -
ftniert auf dem Intervall [ a, b ] an der Stelle c .[ a, b ] in 2 C k -stetig zu -
sammengesetzte Bezierpolynome b I ( t) und b II ( t) jeweils n-ten Grades zerlegt

werden, so gilt I

( I ) b I (t) 1st deflntert auf [ a ,c] ,
( I I) b II ( t) 1st deflntert auf [ c ,b] ,

( I I I die jeweiligen ( n+1 ) Bezierpunkte fallen beiliuflg bel Aus-...
wertung des urspriinglichen Polynoms b ( t) fUr die Stelle
can, wenD das de Casteljau -Schema ( 1. 10 ), Kapttel 1 ,
S.9 , angewendet wird :

a ..a I
bo.o' b..., b2,2' ...,bn,n sind die Bezierpunkte yon b (t),
..a ..a..a ;&b n,n' b n,n-.' b n,n-2' ..., D n,O sind die Bezlerpunkte von

bII(t) .
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2. 2. 2. StreckunR des Parameterintervalls

1m Foigenden soIl erortert werden, wie die Bezierpunkte eines vorgegebeuen Be-
zlerpolynoms zu transformieren sind, um bet eiDer Streckung des zugehorigen
Parameterintervalls mit einem Streckfaktor x ~ ( 0, 1 ] elne bestlmmte Anzahl
zu erhaltender Ableitungen an den Randem beizubehalten. Schelskes Verfahren
zur Glittung einzelner Kurvensegmente benutzt etne solche Streckung zur Eli-
mination von Wendepunkten. Festzustellen 1st an dieser Stelle, daB Infolge der
lnvarianz der geometrischen Eigenschaften elnes Bezierpolynoms bel eiDer Para-
meterintervall-Streckung dlese erhalten blelben, d.h., Tangenten und Kriimmungen
verandem sich nlcht. Ledigllch die Lange z.B. elnes Tangentenvektors wird be-
etnflu8t. Um aber analytische Ck- tlbergange an Segment-Trennstellen zu
erhalten, miissen bel eiDer Parameterintervall-Streckung auch die Langen der
Ableitungsvektoren fest blethen, was die Transformation der gegebenen Bezier-
punkte notlg macht.

Wird ein Parameterintervall [ a, b ] mit dem Faktor x := ( b'-a ) / ( b-a )
( b' E ( a, b] === > X E ( 0, 1 ] ! ) gestreckt, so muB eine bestimmte Anzahl

an Bezierpunkten am linken and rechten Rand des zugehorigen Segmentes trans-
formiert werden, um eine gewiinschte C k -Stetigkeit zu den Nachbarsegmenten

beizubehalten.
Sei b ( t ) ein Bezierpolynom n-ten Grades mit zugehorigen Bezierpunkten b 0

biB b ,wobei n ~ 2 k + 1 i dann bewirkt folgende Transformation in Abhingigkeit
D

vom verwendeten Streckfaktor x einen Erhalt der ersten k Ableitungen auf den
Randem ( " , " steht im Foigenden fUr die Eigenschaft "transformiert" und nicht

fUr eine Ableitung !) :

:= L (( ~ ) .b 1 .( I-x) J-1 .Xl)

1=0

L
1=0

.- I

O~J~k. ( 2. t )

Zom Beweis ist lediglich die Gleichheit der ersten k Ableitongen auf den beiden
Rindem des alten and des transfonnierten Bezierpolynoms zo zeigen I

..
dPb(t)

dtP

...
dP b'(t')

( dt')P

p = 0 ...k
t = a and t' = a

t = band t' = b' .

ODd

bzw.
=

Setzt man die entsprechenden Terme fur die Ableitungen emes Bezierpolynoms
em, so flndet man, daB die Gleicbheit beider Ausdriicke erftillt ist.

I Es fallt auf, daB bj' ( x ) bzw. bn-j' ( x ) ihrerseits Bezierpolynome in
der Variablen x mit jeweils ( j+1 ) Bezierpunkten sind.

Bern.
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( k+1 )

~
1 0 bo

(1-x) x b
~1( 1-x) 2 2. (1-x) .x X 2 .b 2 '

( ~~x) k (r). (1-x) k-J. X ...X k ~'k

...~
J ,bn-k-J' (x) = bn-k-J ond

x k ( 1-x ) k b
n-k

0 X (1-x) bn-J

1 bn

( 2. 1 )

Die Bestimmang der transformierten Bezlerpankte 1st mittels des Doter Pooh (2.2.1)
vorgestellten Verfahrens zar Zerlegaog elnes Bezierpolynoms mogllch I~I ~~ \'

..J.,y!\
I ;~~~I ,,'"~ w';,~~!1"r.(cj',,£,!:;.;!i~ ( i )

~

( i i ) zerlege b ( t ) an der Stelle c 1= a + ( 1-x ) .( b-a ) :..
die neuen Bezierpunkte b n- j' (x) , j = O...k ,sind die letzten

"11
Bezierpunkte b n,n-k' b n,n-k-j' ..., b n,O yon b (t):

In Matrtzenschreibweise last BAch die Transformation so darstellen :

~~~~

=

~~~

b' .(x)
0

b .(x)...1
b .(x)2

b .(x)k

~, 

...,b n-k-j' (x) = b

~~~

=
~

b n-"(XI
b .(XIn

~~~~~

Beispiel: Ein quintisches Bezierpolynom mit Parameterintervall [ a .b ] soli an
beiden Randern aile Ableitungen his einschlieBlich der 2.Ableitung
belbehalten, wobel [ a .b ] auf [ a. (a+b) / 2 ] abgebil det werde. d. h.
x = 0.5; die belden Transformationsmatrizen aDS ( 2.1 ) haben damit

die Gestalt

0.25 0.50 0.25
0.00 0.50 0.50
0.00 0.00 1.00

bzw.

2. 3. §.QfluB der Parameterintervall -Streckuna auf die Kurvenaestalt

Schelske bemiBt die Glattheit elnes ebenen Bezierpolynoms nach der Anzahl der
in ihm vorhandenenWendepunkte.lstes moglich.unter Erhalt derRandbedingungen
eines Segmentes evtl. vorhandene Wendepunkte zu beseitigen .so soil dies durch
eine Parameterintervall-Streckung erreicht werden. die die Wendepunkte im Segment
verschwinden liBt.

~
zerlege b ( t ) an der Stelle c 1= a + x. ( b-a ) ;

..a
die neueu Bezierpunkte bl' ( x ) .j = O...k .sind die ersten (k+1)
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Es soil nun diskutiert werden, welchen Elnflu8 die oben beschriebene Transfor-
mation der Bezierpunkte auf die Kurvengestalt hat. Da bet Aosrdhrung der Trans-
formation die Randableltongen bis zo einem bestimmten vorgeschriebenen Grad
erhalten bleiben sollen, verindern sich aoch Randtangenten and Randkriimmungen
nicht ( Voraossetzong : mindestens C2 -Erhalt gefordert ) .

Hier 1st vor allern das Verhalten der Funktionen b j( !) bzw. bn-t! x) yon In-
teresse, d.h., wie verhalten sich die Bezierpolynome bj(x) bzw. bn-j(x) fUr
Streckfaktoren, die sich im Intervall ( 0 ,1 ] yon 1 Bach 0 bewegen.

( i)

-A -A -A

(I I) b (x) und b (x) sind Bezlerpolynome vom Grad I, d.h., b (x)
1 0-1 1

A

bewegt sich f"dr x van 1 gegen 0 auf der Geraden durch b1 und bo
-A -A -A -A

van b 1 in Richtung bound b 0-1 (x) auf der Geraden durch b 0-1
...", -A

und b 0 von b 0-1 In Richtung bo.
-A -A ...

(II I) b 2 (x) und b 0-2 (x) sind Bezlerpolynome vom Grad 2, d.h., b 2 (x)
-A'" -A

varilert auf der Parabel mlt den Bezlerpunkten b 0' b 1 und b 2 und

entsprechend b 0-2 (x) auf der Parabel mlt den Bezlerpunkten
A ...

b 0-2' b 0-1 und b 0 .

(iv) 1m Fall, daB n = 2 k + I, d.h., ein Bezierpolynom n-ten Grades 1st
outer Erhalt seiner ersten bel den Randableltungen zu transfonnleren,
werden aIle alten Bezierpunkte transformiert i die erste Hilfte der
Bezlerpunkte -b 0 bls b k -strebt fur gegen 0 strebendes x gegen

A -A ...
b 0' die zweite Hilfte -b o-k bls b 0- gegen b 0 .
Je Daher x an 0 llegt, desto mehr nlmmt das transformierte Bezier-

-A ...
polynom also die "Form" der Geraden durch bound b 0 an .

2. 4. ~deounkte in Beziersubsolines und deren Beseitiauna:

Ziel soli es im Folgenden sein, Moglichkei.ten zu findeR, die Auskunft dariiber
geben, ob ein Beziersegment mit ~ndepunkten behaftet ist oder nicht, Bedin-
gungen aufzustellen, denen Randtangenten und RandkrUmmungen eines Segmentes
geniigen mUssen, damit evtl. vorkommende Wendepunkte Uberhaupt beseitigt
werden konnen und Berechnungsarten eines geeigneten Streckungsfaktors x zu

BenneR, der Wendepunkte verschwinden last.
Da einerseits aile Wendepunkte beseitigt werden solleR, andererseits ein Bezier-

segment nor minimal korrigiert werden soli, besteht das Problem darin, eiDeR

maxima/en Streckungsfaktor aus ( 0 ,1 ] zu bestimmen.

Erkennan2 vonWendeoankten. notwendi2e and hinreichen~

Bedin2Un2en za deren Beseiti2Un~

Gegeben seien m+1 zu interpolierende ebene Punkte Ii 0 his Ii m; jedem Punkt
wird entsprecbend den euklidiscben Abstanden der Punkte ein Parameterwert
t i zugeordnet. Die gegebenene Punktfolge soil nun von eaDem m-teiligen Bezier-

subspline vom Grad n interpoliert werden. Die einzelnen Kurvensegmente mogen
"'irnit b ( t) bezeichnet werden und tiber [t i .t i+1 ] parametrisiert sein.



Der gegebene Polygonzag darch p 0' ...,p m kann in aasschlieBlich konkave bzw.
konvexe Teilpolygone maximaler Eckenzahl zerlegt werden. 1st p ,..., P-A eJn

r 8
konkaver ( konvexer) Tellpolygonzag maximaler Eckenzahl, so maS der Interpo-

lierende Bezlersabspl/De zwischen P,.,.1 and p 8-1 ebenfalls konkav ( kon1lex )
and damJt wendepanktfreJ seJn .

Gehort eine Polygonkante zagleich za einem konkaven and konvexen Teilpolygon,
so moB daB zogehorige Beziersegment b I ( t) bier einen Wendeponkt aofweisen.

Die mathematische Charakterisierang "konkav" / "konvex" kann z.B. dorch fol-
genden Fonnallsmos aasgef'dhrt werden I

-A --
( I) Belen d i := P i+. -PI' I = O...m-j , die Verblndungsvektoren je 2 ge-

gebener Punkte ;
-A. Y X -A( I I) Belen d I :: [- d i ,d I ] , I = O...m-j , die zu dl senkrecht stehenden

Vektoren, wenD d i = [ d ~ ' d;] (das Skalarprodukt (d I' d: >

1st 0 !) ;
(1 I I) der Polygonzug PI' P 1+.' P 1+2 1st

-A. -A ,
konvex (= > (d I ' d 1+. > > 0 ,

-A. -A
gerade (=) (d I ,d 1+. > = 0 ,

-A. -A
konkav <=) < dl ,dl+. > < 0 .

Es soli nun untersucht werden, welchen Bedingungen Randtangenten und Rand-
kriimmungen eines Beziersegmentes geniigen masseD, um iiberhaupt wendepunkt-
freie Interpolation zuzulassen.

( I) Bedin~n~en an die Randkriimmun~en

Ein Beziersegment kann our dann wendepunktfrei sein. wenD die beiden Rand-
kriimmungen gleiches Vorzeichen haben oder wenigstens eine yon beiden 0 ist.
Es gilt: 0 00 00 0

k (t ) = x(t.).y(t.) -x(t.).y(t.)

.x2(t.)+y2(t.»)3/2
, analog fur k tt+l) (2. 3

1m Fall des vektorwertigen Bezierpolynoms b ,( t) sind zur Berechnung van
k (t,) ond k ( t'+1) nattirlich die beiden Koordinaten-Bezierpolynome x' ( t ,)
und y'(t,> bzw. x' (t'+1> und yl(tl+1> zu verwenden.

Geschrieben als Bedingung an die ersten drei ond letzten drei Bezierpunkte eines
Segmentes gilt dann :

Segment i kann nor dann wendepunktfrei sein , wenD das Polygon
b 0' b l' b 2 konkav ( konvex ) oder gerade 1st

ond b n-2' b 11-1' b n konkav ( konvex ) oder gerade 1st

( 2. 4)( logisches "ond" ond "oder" ! )

II Bedin2un2en an die Randtan2enten

Da die Randtangenten eines Bezierpolynoms gegeben sind dnrch die Vektoren
( b 1 -b 0) bzw. ( b n -b n-1) I musseD entweder b 1 und b n-1 beide links der

Geraden dorch bo and bn liegen oder aber rechts davon ; als dritte Moglichkeit
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kommt noch die Kollinearltat dieser vier Bezierponkte in Betracht. Nor, wenn
eine dieser drei Sitoatlonen erfiillt ist, konnen Wendeponkte eines Segmentes
beseitigt werden. Die Bedingong an die Tangenten laatet also I

Segment I kann nor dann wendeponktfrel seln, wenD die Polygone
bo' bJ, bn ond bo' bn-J' bn konkav ( koovex) sind

oder bo' bJ, bn-J oDd bn auf eiDer Geraden Ilegen.

( 2. 5 )logisches "und" und "oder" )

FUr die beAdeD gebrillchlichsten Faile c1- stetiger kubischer und C2- stetiger
quintischer Beziersubsplines Bollen jetzt die bier vorgestellten notwendigen
Bedingungen jar Wendepunktfretheit herangezogen werden, um Auskunft darUber
zu erhalten, ob Segmente Uberhaupt geglittet werden kijnnen oder nicht; fUr den
C 2 -stetigen quintischen Beziersubspline wArd ein hinreichendes Kriterium zur

Glittung erortert werden.
Sind die notwendigen Bedingungen ( 2.4 ) und ( 2.5 ) jar ein Segment mAt Wende-
punkt erfUllt, wArd ein optlma/er Streckangsfaktor zu bestimmen sein, der einen
Wendepunkt "gerade verschwinden" laBt ( minimale Korrektur ! ) .

2. 5. ~ittUD. etDes C 1 -StetiftD kubischen Bezteraubsoltnes

Gegeben ( i) je 4 Bezierpuukte pro Beziersegment
(i i) Parameterzuordnung [ t I' t 1+1 ] fur jedes Paar PI' P 1+1

zu interpolierender Punkte

: Notwendig and hinreichend fUr die Wendepunktfreibeit eines ku -
bischen Beziersegmentes 1st die vollstandige Konkavitat ( Konve -

xitat ) des zugehorlgen Bezlerpolygons

Krttertum

AI2orithmus zur Beseitiwu2 yon Wendeounkten in kubischen Bezierse2menten

( i) Suchen aller Segmente. deren Bezlerpolygon nlcht vollstandig konkav

( konvex ) 1st
Suchen aller unter (I) bestlmmten Segmente mlt Wendepunkt. die die
Bedingungen ( 2.4 ) and ( 2.5 ) erftillen ( nor dlese kann man glitten ! )

( i i )

(i i i) Bestimmuug des optimalen Streckungsfaktors fur aile Doter (it) ge-

fundenen Segmente

Idee I
", Man ..versocht, entweder bo' bj' and b2 oder aber bj' b2

and b 3 auf etne Gerade zo legen; dazo wird zonik:hst
der Schnittponkt ~er bet~n Geraden durch b 0 and b j
respektive dorch b 2 and b 3 besttmmt and anschlie8end
ermittelt, welche beiden Strectfaktoren DOtlg sind, om
eotweder die ersten drei oder letzten drei Bezierponkte

kollinear zo machen.
Bet diesem Vorgehen stOBt man auf folgende Terme :



(a~,a3 )
x A

)1-(dO,d2

< d;.d3 >
X2 = < a~.aO>ond

a..a a..a
wobet d3 I: b3-bO ond d. 1= b.+1-b., t = 0,1,2". T ..

ond d. 1= ( -b, a ) , wenD d. = ( a, b )

Als Streckfaktor wird der x-wert. verwendet, der aDS ( 0 , 1 ]
ist; dies ist miD { x 1 ' X 2 } .

(Iv)

(v)

AusfUhrung der Transformation der Bezlerpunkte b 1 oDd b 2 mlt dem

outer (I I I) bestlmmten Faktor x
Verschlebung aller Parameterwerte t J .j = 1+1...m .um die GroBe

( 1-x ) .( t 1+1 -t 1 ). d.h.. t j 1= t J -( 1-x ) .( t 1+1 -t 1 ).

j = 1+1 ...m

Eln Bach Ausf'lihrung yon Schritt (I) and (II) zu transformlerendes
kublsches Bezlerpolygon set gegeben durch die 4 Bezlerpunkte

~isDiel I

Zo bestimmen sind der Streckongsfaktor x ond die transformierten"" "'.
Bezlerpuokte bj und b 2 (Schrltt ( ill) ood (Iv) des Algorlthmus).

Schrttt (iil) I
.a
do = (1,I)T

=> Xj= (do,d3>/(do,d2>= (-3)/(-5) = 3/5

x 2 = ( d 2 ' d 3 > 1 ( d 2 ' dO> = 12/5 .

==> x = 315 .

Schritt (Iv) :
-at -a -a

bi (3/5) = 3/5. bi + (1-3/5). bo
-at -a -a
b 2 ( 3/5 ) = 3/5 .b 2 + (1-3/5) .b 3

= (3/5,3/5)T.

= (12/5, 12/5 ) T

Damit liegen die ertsten drei Bezierpunkte auf der Ursprungs -

geraden !
Bem.: mat eADem Streckfaktor > 1 entstehen unerwiinschte

Schleifen !

2. 6. ~tun. efnes C 2 -steti.en aufntischen BezJersubsolfnes

Gegebenl ( I) m qulntiscbe Bezlerpolynome zum qulntiscben Beziersubspllne mit
m+1 zu interpolierenden Punkten and die jeweiligen 6 Bezierpunkte

( Ii) Parameterzuordnung t I zu jedem zu interpolierenden Punkt P I
( iii) Ricbtungen and Betrige der Randableitungen und Randkrtimmungen

iiber die ersten bzw. letzten drei bekannten Bezierpunkte je Segment



Hlnrelchend abeT nlcht notwendig fur die Wendepunktfreihelt
eines quintischen Beziersegmentes ist die rollstindige Kon -

kavftit ( Konvexitit ) des zl1gehb'rlgen BezJerpolygons ;
hJnrelchend l1nd notwendig fdr diese Eigenschaft 1st. daB die
Kriimmllng k (t) , t f [ t 1 ' t 1+1 ], rdr aIle t gleJches Vor -

zeJchen hat ( k ( t) ~ (~) 0 V t c [t i .t 1+1] ).

Kriterien :

1m Foigenden wArd davon ausgegangen, daB die notwendigen Randbe -

dingungen, ein quintisches Beziersegment tiberhaupt wendepunktfrei zu
machen, erfiillt sind, d.h. ,

Bem

(I) Polygon b 0' b l' b 2 konkav ( konvex ) oder gerade und

( ii ) Polygon b 3' b 4.' b 5 konkav ( konvex ) oder gerade und

( Iii) Polygon b 0' b l' b 5 konkav ( konvex ) und

( Iv) Polygon b 0' b 4.' b 5 konkav ( konvex ) ode,

(v) aile diese 4 Teilpolygone gerade .

( I ). (il) Kriimmungsbedingungen. (ill). (Iv) Tangentenbedingungen )

2. 6. 1. Pall 1 I Konkavitat ( Konvexitat ) des BezleroolvRons als hlnrelchendes

Krlterium fUr Wendeounktfrelhelt

Soil die vollstandige Konkavitat (Konvexitatl des Bezierpolygons erreicht werden.
muB der max.imale Streckungsfaktor aDS ( 0, 1 ] bestimmt werden, jar den dies

erreicht wird.
Analog zum kubischen Fall, bel dem entweder die ersten oder aber letzten drei

Bezierpunkte kollinear gemacht werden, um einen Wendepunkt zu entfernen,
musseD im quintischen Fall entweder die Bezierpunkte b I' b 2 and b 3 oder
aber b 2' b 3 und b 4. auf eine Gerade gelegt werden. Um diese beiden Kolline-
aritaten zu erzielen, mtissen zwei Bedingongen erftillt sein, deren LOsung zwei
potentielle Streckfaktoren ergibt. Der kleinere der beiden Losungen x 1 und x 2
stellt dabei den maximalen Streckungsfaktor aDS ( 0,1 ] dar.

Die beiden zo losenden Gleichungen lauten ( dies sind die Gleichungen, die van
den spater transformierten Bezierpunkten zu erftillen sind!) :

bzw.

(I)

(Ii)

Die In dlesen Glelchungen auftretenden Dlfferenzvektoren je zweler mlt einem
ZD bestimmenden Faktor x zu transfonnierenden Bezierpunkte b ..:= b I (x)
werden gemiB der Transfonnationsvorschrift ( 2. 1 ) , 2.2.2. , In der Varlablen x
angesetzt; multipllziert man die sich ergebenden Glelchungen aDS, SO folgen
zwel kubische Gleichungen fUr x :

bzw.
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Diese Gleichungen konnen jetzt numerisch ausgewertet werden; daB groOte x
aus ( 0.1 ] wird als Streckfaktor verwendet.

2. 6. 2. Pall 2 I Dopoelogllstelle der KrtimmgO2 als ootweodi2e god hinreichende

Bediu2un2 f"dr Wendepunktfreiheit

Wird die outer Fall 1 geforderte vollstindige Konkavitit (Konvexitat) des Bezier-
polygons als zu streng angesehen, kann ein optimaler Streckungsfaktor im Sinne
eiDer minimalen Korrektur dadurch bestimmt werden, daB die Krtimmung fUr
dieses Segment eine Doppelnustelle erhalt ( denn : bel der gegebenen Situation
liegen im Segment zwei Wendepunkte und dam it zwei Nullstellen der Kriimmung
vor, diegerade ~rschwindensollen; die Randkriimmungen sind Bach Voraussetzung
ja gleich ! ) .

Zu bestimmen ist also ein t 0 aDs [ t 1 ' t 1+1 ], fUr daB k (t 0 ) = k' ( to) = 0
und k" ( to) * 0 , so da8 bier zugleich ein Maximum ( Minimum) der Kriimmung
entsteht. 1st dieser Grenzfall einmal erreicht, ist das Beziersegment wendepunkt-
fret.
Es mu8 also gel ten : (i) k (to) = 0 and

( il) t' (to) = 0 and

( ili) t" (to) < (» 0 == > Maximum ( Minimum)

der Kriimmung k ( t )

Verwendet man die Formel ( 2. 3 ). 2.4.. zur Bestimmung der Kriimmung k (t)
und deren Ableitung k' ( t ). so hat man in den sich ergebenden Briichen lediglich
die beiden Zahler 0 zu setzen. urn (I) and (it) zo erftillen. Beirn Nullsetzen
der beiden Zahler enstehen die Gleichungen

4 3
~ ~ 4 3) k+l 7-k-l".""-~ ~ k I (tm-t.) (t.+I-tm) (dk' dl+1-dl> -0

k=O 1=0

und

t sei hierbei die gesachte Doppelnallstelle der Kriimmang; gesacht ist non daB
m

Topel ( x opt , t m ) .so daB bei Streckang des Segmentes mit dem Faktor x opt
in dem daDo transfonnierten Parameterintervall [ t 1 ' t 1+1' ] fur t = t m die ge-

wtinschte Doppelnallstelle von k (t) 1st.

: k ( xo= 1, t,)

k ( x 0= 1 , tl+1

gegebene Situation ~ (~) 0 ood
~ (~) 0 t d.h. Randkriimmongen

haben gleiches Vorzeichen
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( 0 ) Index I := 0; X I = X 0:= 1 ,

(I) Bestimmung aller Nullstellen t oJ van 0 k ( X I' t) lot auf [t I' t 1+1] ,

d.h. Bestimmung alter Stet ten t OJ ' ftlr die k (XI' tOJ ) eln lokales

Extremum besitzt
( II ) Bestimmung des t m aDs der Menge alter t OJ' fiir das k ( x I' t m) das

Minimum ( Maximum) alter k ( x t ' t OJ) tst
(ill) 1st das Minimum k (x I' t m) ~ (~) 0 bet (v) fortfahren, sonst bel (iv)

(tv) Bestimmung der maximal en Nultstelle x null van k (x, t m) ;
i := 1+1; x I := X null -6 x (6 x « 1 !) ; bel (i) fortfahren

( v) Transformieren des Parameterintervalls and der gegebenen Bezlerpunkte
mit dem Streckungsfaktor x opt. := xI .

Bem.: Die Idee dieses Vorgehens besteht darin. x solange von 1 begiooeod in
Richtuog 0 zu bewegen. bAs das x = "0 t gefunden ist. fur das k ( Xopt' t 1D)
auf dem ganzen Intervall [ t 1 .t 1+1 j grOBer- gleich ( kleiner- gleich) 0

, ist.

2. 7. Glittun2 beliebier Teile eines ebenen BezierE)Olvnoma

~
1st ein ebenes Bezierpolynom b (t) n -ten Grades mit zugehorlgem Parameter-

intervall [ a ,b ] gegeben, das nor auf dem Teilinterva11 [t 1 ' t 2 ] mit der Eigen-
schaft a ~ t 1 < t 2 ~ b geglattet werden soli, da nur bier ein Wendepunkt vor-
liegt, so ist folgende Vorgehensweise erforderlich, um bel Zerlegung des gege-
benen Bezierpolynoms an den Zerlegungsstellen t 1 and t 2 C 2 -Stetigkeit zu

gewahrleisten :

( i)

(Ii)

ili)

Zerlegung van b (t) an der Stelle t 1 in die Bezierpolynome b I ( t) and

b II ( t) jeweils n-ten Grades
Zerlegung van b II (t) au der Stelle t 2 in die Bezierpolynome bill (t)
uud b IV ( t) jeweils u-ten Grades
Berechnung der ersten beiden Ableitungen an den Stellen t 1 uud t ;
Bestimmung der 6 Bezierpunkte elnes quintlschen Bezierpolynoms b" ( t),
daB C 2 -stetig an die beiden Bezierpolynome b I ( t) uud b IV ( t) an-

schlleBt und auf [ t J I t 2 ] definiert 1st
Bei erfUllten notwendigen Randbedingungen fUr Wendepunktfreiheit van
b V (t) Streckung des Parameterintervalls [t l' t 2 ] mit einem optimalen

Streckungsfaktor

(Iv)

2. 8. tlbertra2UD2 der Verfahren fl1r ebene Bezteroolvnome zur Glittun2 von

TP -Bezterflichen

2. 8. 1. StreckunR eines TP -BezierflichenseRmentes

E1ne TP -Bez1erfliK;he m-n-ten Grades ist gegeben durch

m n
...""' ,,",.a D
b ( u .v) I = L.. L.. b I .J .B J (v) .B~ ( u )

1=0 J=O

2. 

6. )
~

mAt zugehoriger Beziermatrlx B :: < b i.J > .
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-pq1st b (0, V) eine C ' -stetige mehrteilige/mehrsegmentige TP -Bezierflache

m-n-ten Grades ond soli ein Segment mit Deflnitionsgebiet [ 01 ' 01+1 ] x [V J ,v J+1 ]

mit den Streckongsfaktoren x:= ( 01+1' -01) / (01+1 -01) fljr den Parameter
0 ond y := ( V J+I' -V J) / ( V j+1 -v J) ftir den Parameter v gestreckt werden, so

bleibt zo den sich ..anschlieBenden Nachbarsegmenten die vorgegebene C p,q -

-Stetigkeit erhalten, wenD die Beziermatrix folgendennaBen transformiert wird I

B' 

= :: T (x) .

.

( 2. 7 )

Hierbei Belen T (x) bzw. T (y) die ZD eiDer Transformationsvorscbrift ZDsammen-
gefa8ten Transformations -Matrtzen aDS ( 2. 1 ) die bier die Parameter-
intervallstreckDng in D ond v bescbreiben.

Bem. I Der Aufwand, eine segmentlerte TP -Bezierflache kubischen oder quin-

tischen Grades zu strecken ist betr'achtlich j bet eiDer gleichzeitlgen
Streckung fUr die Parameter u and v sind ja all diejenigen Segmente
der TP -Fl'ache zu transformieren, die in u das Intervall [u 1 ' U 1+1 ]
respektlve in v das Intervall [v J ' V J+1 ] miteinander teilen. SoIl beispiels-
weise eine quintische TP -Bezierfliche mit ~s SegmenteD in u and v
gestreckt werden, so sind insgesamt grij8enordnungsmaBig die Bezier-
punkte yon r+S SegmenteD mit jeweils 36 Bezierpunkten zu transfor-
mieren.
Es 1st dazu wie folgt vorzugehen (Verwendung yon (2.7) ! ) I

( i ) Streckung des Segmentes Seg I,J' fur daB ( Bach noch zu be -
stimmenden Kriterien ) eine "Beule" entdeckt worden 1st, mlt den
Streckfaktoren x und y

( II) Streckung aller Segmente Seg O,J' "" Seg 1-1,j , Seg 1+1,J ' "" Seg m-1,J'
d.h" aller Segmente, die mit dem beulenbehafteten Segment Seg I,J
daB gleiche y- Intervall [ y J ' Y J+1 ] teilen, mit den Streckfaktoren
x :: 1 und y aus (i)

(ill) Streckung aller Segmente Segl,o' ""Seg.,J-1 , ""Seg.,J+1' ""Segl,n-1'
d,h" aller Segmente, die mlt dem beulenbehafteten Segment Segl,J
daB glelche u-Intervall [ U I' U .+1 ] teilen, mlt den Streckfaktoren
x aus (i) und y :: 1

2. 8. 2. Konkavitats- ( KonvexJtats- ) Bedinnn2en fur TP -Bezierflichen

Eine Klasse van Flachen, die "beulenfrei" sind, sind die konkaven ( konvexen )
FJachen ; hinreichend f"dr die Konkavitat ( Konve,(itit ) eines einfach zusammen-
hingenden Flichenstticks der Klasse C kist die Forderung Bach negativer ( po-
sitiver) Gaa8 -Krtimmang in alien Flichenpunkten p (u ,v). Die Gau8-Krtimmung
ist wie folgt deftniert :

< ~ ~ ) < ~ ~ ) < ~ ~ ) 2
n,Pgg .n,pvv -n,pgy

K(p(u,v)\:: (2.8)



Hierbei 1st ii der auf 1 normallslerte Normalenvektor zu p
sind die partie lien Ableitungen 0 p ( u I v) / OU,

uov) uDd is u

Bem. I Die Gau8 -Kriimmung K stellt aDS differentialgeometrischer Sicht den
Quotienten aDS 2. and 1. Fundamentalform regularer Flachen dar.

Es soli nun eine hinreichende Forderung an die Bezierpunkte eines TP-Flachen-
segmentes angegeben werden, die ein konkaves ( konvexes ) zugehoriges TP -

-Beziersegment garantiert. Die Forderung nach negativer ( positiver ) Gau8-
-Kriimmung in alien Segment-Flachenpunkten stellt sich dann wie folgt dar I

Zum Erhalt positiver Gau8-KriimmuDg iD aIleD FlicheDpuukteD eiDes SegmeDtes
ist DotweDdig, da8 iD den 4 EckpuDkteD eJDes SegmeDtes positive Gau8-KriimmuDg
vorliegt .

1st ein Segment Seg I,J mit Parameterintervallen [ u 1 .U 1+1 ] und [v J .V J+1 ] ge-
geben. so stellt sich diese Bedingung bezogen auf die Ecke ~ = a I a!d v = ~J and

bezogen auf die "zu dieser Ecke gehorenden Bezierpunkte" boo I b to. b 2 0 .
bO,t .bt.1 und b2,2 so dar :

( I )

(ii)

enullt sein j m. n sind dabei die Bezierpolynom-Grade fur die Parameter

u bzw. v .

Fiir die iibrigen 3 Ecken eines Flachensegmentes sind analoge Bedingungen giiltig.

Um die Konvexitat eines beliebigen Segment-Flachenponktes P (0. v) mit

0 E [u 1 .U 1+1 ] and v E [ v J .v J+1 ] zu tibe rprti fen. wird das Segment Seg I.J

an der Stelle (u .v) in 4. Teilsegmente mittels des ( de Casteljau- ) Zerlegongs-
verfahrens f'dr TP- Bezierfli:K;hen zerlegt ; anschlieBend wird die onter (i) and

(ii) vorgeschlagene Methode herangezogen, um aile 4. in der Ecke (o,v) zu-
sammenlaufenden Teilsegmente bier auf Konvexitat zu priifen.

Hinreichende Bedinmna ftir die Konvexitat einer TP -Bezierflkhe

Eine TP -Bezierflache m-n-ten Grades 1st konvex. wenD

( i) aile Bezierpunkte Ecken der konvexen Hiille des Beziernetzes and

( it) aile Beziernetz-Seiten b I.j b l.j+1 and b l,j b 1+1 oJ Selten der konvexen

Htille sind and
( ill) je 4 Bezierponkte b I,j .b 1+1.J .b 1.j+1 und b 1+1,j+1 ein Parallelogramm

bilden .

~ ~
b2,O~nd bO,2 liegen beide onterhalb oder oberhalb der Tang~ntiale~ne
an '!! 0,0' d.h., unterhalb oder oberhalb der Ebene durch b 0,0 I b 1,0
und b 0,1 (diese Ebene soil mit "E" abgekurzt werden) .

~ ~ ~

Fur die euklidischen Abstande der Punkte b2,O I bO,2 and b1,1 yon der

Ebene E muB die Relation



2. 8. 3. GlattuDR mehrteiIiRer / seRmentierter TP -Bezierflichen.
soeziell C 2.2 -stetiRe auintische TP -Bezierflichen

Setzt man eine C 2,2-stetige quintischeTP-Bezierfliche durch aIle Bezierpunkte
als gegeben voraus -je Segment 6.6 Bezierpunkte gemaB geeigneter tibergangs-
bedingungen bestimmt -.so mu8 sich ein Glattungsalgorithmus prinzipiell in
die folgenden drei Schritte aufteilen :

(1)

(it)

Bestimmong der Segmente, deren 36 Bezierponkte das am Ende der
letzten Seite vorgestellte hinreichende Kriterium verletzen and
Bestimmong "optimaler" Streckongsfaktoren x oDd y fttr all die outer

( i) bestimmten zo korrigierenden Segmente
Ausf"dhrung der Bezierponkt-Transformation mil den unter (U) be -

stimmten Faktoren
(Iii)

Die Schwierigkeit der praktischen Ausrdhrung besteht in Punkt (ii)

Welche Streckfaktoren eridllen einerseits (i) und (Ii) des hinreichenden
Kriterioms outer 2.8.2. and lassen gleichzeitig (!) (ili) gelten '1

Aus dies en Griinden scheiDt bier der beste Weg darin zu bestehen. Seg-
mente mAt Beuten interaktiv mAt verschiedenen Faktoren zu transformieren and
die dabei jeweils entstehenden Segmente mAt Verfahren zur Detektion yon evtt.
immer noch vorhandenen Beuten zu untersuchen and gegebenenfatts welter zu

strecken.

Bern. I Hoschek hat ein Verfahren zur Erkennung von Beulen vorgeschlagen
( s. Kapitel 3 ! ) .

Numerisches Verfahren zur ~stimmung des Tupels ( X "~t ' Y"5I'" U m' V In )

( In Analogie zum Verfahren zur Bestimmung van (x opt ,t m ) unter 2.6.2. j

Schelske selbst hat diese Moglichkeit in seiner Dissertation nicht erwahnt .)

gegebene Situation : Gaa8-Krtimmang 1st In alien 4. Ecken des Patches

posltiv, K(a"vj) > O",.,K(a'+1,vj+1) > 0 i

das betrachtete Patch besltzt wenigstens 1 Beale, d.h.,
es glbt Sletten mit K ( a .v) $ 0 ,

j = 0...5 .komplanar liegen. erscheint es sinnvoll, beide 6er Gruppen von Bezier-
kurven derart mit Streckfaktoren x bzw. y zu strecken , daB beide Gruppen je
6 konvexe ebene Bezierkurven reprasentieren. Ob dabei aber auch die Paralle-
logramm-Eigenschaft je 41 benachbarter Bezierpunkte erreicht wird oder durch
weitere Verinderung der Streckfaktoren x ond y herbeigefiihrt werden kann.

ist eine offene Frage.



(0) Index i := 0; Xo = '0 := 1 (=> gegebene Situation)

( i) Bestimmung aller lokalen Extrema der Fonktion K ( XI ,1 I ,0 , v) auf
dem gegebenen Definitionsgebiet des Patches; hierbei sind x I ' Y I fest
and 0 and v die eigentlichen Variablen, d.h., man hat die lokalen
Extrema eiDer bivariaten Fonktion zo finden.

( il) Bestimmong des Topels (0 m' V m) aDS der Menge aller Tupel (u OJ , v OJ) ,
fUr daB K ( x I' Y 1,0 m ,v m) das Minimum aller K ( x I ,1 I ' u OJ ,v OJ) ist.
Hier wird also daB Minimom aller lokalen Extrema der onter (i) ange-
gebenen ( eigentlich bivariaten ) Fonktion K gesocht.

( ili) 1st daB unter (il) bestimmte Minimum K ( x I ,11 ' u m ,v rn) > 0, so ist
die Gao8-Krtimmung des Patches tiberall positiv and es soil bel (v)

fortgefahren werden;
bel Verletzong dieser Bedingong moge bel (iv) fortgefahren werden.

( iv) Bestimmong des maximal en Nullstellen-Tupels ( X null ,1 null) derFonktion
K ( x ,1 ,om' V m ) ,d .h., x and 1 sind variabel ( auf ( 0 , 1] ) and 0 and v

.sind fest; damit ist also die Nollstellensoche eiDer bivariaten Fonktion
erforderl ich.

Bezeichnung: ein Nullstellen-Tapel (x, y) ist maximal, wenD keto
Nallstellen-Tapel (x', y') existiert, daB einen kleineren
eaklidischen Abstand yom Tapel ( 1 ,1 ) hat.

1:= 1+1 i (Xi'Yi):= (Xnull-6x 'Yuull-6y), wobel L\x,L\y« j !

Fortfahren bel (I).
Transfonnieren des Parametergebietes und der gegebenen Bezierpunkte
mit den beiden Streckungsfaktoren xopt.:= xi und Yopt. := Y i .

(v)

Bem. I Die Idee dieses Verfahrens besteht darin, x und y von (1,1) beginnend

"in Richtung (0,0 )"zu bewegen, bis das maximale Tupel (x=xopt.,Y=Y opt.)
gefunden 1st, fUr das K (x 0 ,y opt.' U m ,v m) auf dem ganzen Defl-
nitionsgebiet [ u 1 I U 1+1 ] X rv J ' v J+1 ] groBer (!) 0 1st.
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~. 9. Bl1der zu KaDitel 2

a) Zerlegung eines quintischen Bezierpolynoms an der Stelle t = 0.5

Auswlrkuug der Parameterlntervall- Streckung elnes biqulntischen
Bezlerpunkt -Netzes

quin"tisch@n
fur"t = 8.5

BezierpolynOftsZerlegung .in.s
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c) Beseitigung zweier Wendepunkte eines quintischen Beziersegmentes
bel BleacheD Vorzeichen der Randkriimmung
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3.1. _Erkenmma unerwtiDachter Krttmmuu.sberetdte

Zur Detettlon von Wendepunkten in Kurven bzw. Vorzeichenwechseln der
Gau8schen Krtimmung in Fllchen schligt HOSCHEK zwei einander ihnliche

Verfahren vor (die po/are und die k-orthotomiscbe Abbl/dIlDg).
Beide bemhen darauf, zu eiDer gegebenen Kurve I Fllche eine dole
Kurve I Fllche zu berechnen, in deren VerI auf die unerwttnschten Krtimmungs-
bereiche erheblich deutlicher sichtbar werden als in der ursprttnglichen Kane I
Fl.lche. Beiden Methoden 1st gemeinsam, daB die dualen Kurven I Fllchen
an den Stellen Singularititen aufweisen, an denen die gegebenen Kurven I Fllchen
verschwlndende Kriimmung bzw. Gau8sche Krttmmung baben.
Ais erste Moglichkeit, Kurven bzw. Fllchen auf eine duale Kurve bzw. Fliche
abzubllden, soIl die po/are AbbJldflDg beschrleben werden.

~~ AbIXIdunR zur ErkennUDR von WendeDUDkteD

Eine ebene Kurve sei wie folgt in Parameterfonn gegeben

T ~ T
( p(t) gehe nicht durch (O,(» )

x(t).y(t)

p(t =

Elne Polarltat 1st elne 11neare Transformation, die jeden Kurvenpunkt P (t~) eln-
deutlg auf eine Gerade abbildet und umgekehrt. Hoscbek wihlt dazu folgende

Transformation I

R2 -) R2 I wobeiF

p(t) = (x(t) ,y(t»T t-) GCt.) =

( 3. t

Da fUr eln festes t auch x (t) and y (t) fest sind. kann die zu ( x (t) .y (t) ) T

gehOrige Gerade auch geschrieben werden als P = -(x(t) /y(t») .u. -1/y(t)

( u. ala Abszisse and pals Ordinate! ) .
Durchliuft t nun seineD Deflnitionsberelch. so erhilt man zu jedem Kurvenpunkt
elne Geradej je eme Gerade korrespondiert mlt elnem Kurvenpunkt p(t). Die zu
p(t) geh()rige duaJe Kurve erhilt man jetzt dadurch. daB man die EDt'eJoppe aller
-jewetls zu elnem Kurvenpunkt gehOrenden -Geraden berechnet. Diese Enveloppe
1st dann die duale Kurve der ursprtinglicb gegebenen Kune. FUr die Enveloppe
mUsseD zwel Bedingungen erfttllt seln I

uud
I

y(t) + 1 ;, 0
.IY ;, 0

It x (t) +

Itx +
1.
2.

( DIfferentiation nach t )
(3.2)

( 3.2) ergibt ein LGS zar Bestimmang yon « and p; man flndet fiir sle

.
-yIt (t) = xy -iy ( 3. 3 )and

i

xy -iy



4.S

Du~h «( t) and I ( t) 1st damit die daale Karve gegeben
den Ursprung. s.O. ! ) .

p ( t) gehe nicht durch

Auf analoge Weise gewinnt man zu eiDer Fliche die duale Fliche. Die Fliche sel
gegeben in der Form

T
x(u,v) .y(u.v) .z(u,v)p(u,v) =

Die Transformation Flichenpunkt < -> Ebene hat somlt die Darstelluns:

-) R3R3 wobeiF

Ii (u,v) = ( x(u,v) ,y(u,v) ,z(u,v) )T t->

I( 3.4 )

Die Schar der sich ergebenden Ebenen zu jedem Flichenpunkt stellt wiederum
die Enveloppe der dualen Fliche dart man erhilt ihre Darstellung durch parti-
elle Differentiation von F Bach u und v and anschlieBender Elimination von
IX, ~ und I I

I

Tz+1~O( 1. !Xx +

I Zg Dnd
,
~ 0Fa It Xu

2.

+=

T Zyp Yv + I( 3. 5
f

~ 0

3.

Fv It Xv +=

Mtt ( 3. 5) erhalt man die unbekannten GroDen «. ~ ond r zu

(-ej , y, z )
( ..A .A ...

)x,y.ZIt (D,V) =

( x I -ej I Z)
( ~ )X,y,Z ond=

( -a )x, y, -e1

( -a )x,y,z

(3.1)

I (goY) =

Hlerbel 1st. X = ( x t X ut X v ) T .Y = ( y .Yu .Y v ) T .Z = ( z .Z u .Z v ) T,

el = ( 1. O. 0) T; "( )" steUt elne Detennlnante dar.

'"
Bezeichnetmandie duale lCurve zu p(t) mitp(t). so gilt zwischen beAden fol-

'"

gende Aussage ( analog zwischen den Fllchen p(u.v) and p(u.v» I

'"
Besttzt P ( t) etnen Wendepunkt fUr t=t 0 .so hat is ( t) elne Slngularltit
fir t=to (Bewets I s. Hoschek! ) .

(I)



1st die Gau8 -Kriimmung der regularen Fliche p (u .v) an der Stelle
(a. v )=( a o. v 0) Nail oder wechselt ale dort lhr Vorze~hen. so bat die

'"
duale Fliche p ( a .v) dort elne Singularitit (Beweis I 8. Hoschek ! ) .

(Ii)

( 3. 8)

Bem. I Der Begriff to Singularitit It 1st im Fall der dual en ICurve so zu verstehen,

daB die duale ICurve an der Stelle to eiDeR Sprung in der ersteD Ab-
leitung hat; im Fall der dualen Fliche hat wenigstens eine der beiden
partiellen Ableitungen dieser dualen Fliche an der Stelle (uo,vo) einen
Sprung. Diese to Spitzen to dienen dann der Detektion der unerwtinschten

ICrtimmungsbereicbe .

An dieser Stelle sei dazu nooh angemerkt. daB BAch die duale Fliche zu eiDer
Fliche bel Verwendung der unter (3.7) angegebenen Beziehungen auch

schreiben liBt als

Pa X Py

de! (p 'Pa ,py>
3.9 )

wenn is (D .v) polar abgebildet wtrd.

~J. 2. k-~l.t:botomiache Kunen zur Erkennun2 von Wendeouutten

Zunichst soli beschrieben werden, wte man zu eiDer ebenen Kurve p (t) die
2 -orthotomische Kurve erhilt; set q ein beliebiger Punkt der Ebene, der nicht

...,...auf p(t) liegt and T die Tangente an p(t) ; dann erhilt man den Punh p(t)
auf der 2 -orthotomischen Kane, indem man den resteD Punkt q an der Achse T

,...
spiegelt. In diesem Pall haben also q and p (t) den gleichen Abstand yon der,...
Tangente T I daher wird yon eiDer 2 -orthotomischen Kurve gesprochen. Hat P (t)
den doppelten Abstand von der Tangente, so liegt eine 3 -orthotomische Kurve

v'or usw.

Bezei£hnet n (t) den Einheitsnormalenvektor lum Kurvenpunkt P (t). S(J tann
man p (t) folgendermaBen ausdrttcten :

3,10 )(p(t)-q,n(t) .n(t)

Bem. I 1m Spezialfall k = 2 handelt es sich um eine Achsenspiegelung. Den Punkt
~ ( t) erhilt man fiir beliebiges aber festes t dUtCh Splegelung des
Punktes it an der Tangente (=Achse der Splegelung) durch den Pun'kt p(t)

an die gegebene Kurve.

1m Fall eiDer regaliren Fliche P (a. v) ward die Tangente lediglich darch die
Tangentialebene aasgetaascht. 1st n ( a .v) der Elnheltsnormalenvektor an die
Fliche p (u .v) .q eln beliebiger Punkt 1m Raum. der nk:ht auf p ( u .v) liegt.
and T die Tangentialebene 1m Punkt P (u .v). so erglbt Blch die k -orthotomlsche-
Fllche p(a.v) zu



= q + k.(p(u,v)-q,n(u,v» .n(u,v) ( 3.11 )

3.8) analogeFUr die k -orthotomlschen Korven bzw. Fllchen gelten non zg
Sitze ( Bewela I s. Hoschek ! ) I

1st P ( t) eine regulire ebene Kurve der Kluse C 3 und isi: q ein belie-

biger nlcht auf p( t) lie gender Punkt, dUtCh den zugleich keine Tangente
'"

an p ( t) 11uft, so bat die k -orthotomische Kurve p (t) genau dann
an t = t 0 eine Singularitit, wenD p ( t) dort einen Wendepunkt hat.

(I)

1st P ( u , v) elne regulire Fliche der Klasse C 3 and 1st q dn belieblger

nicht auf p ( u , v) llegender hnh, dureh den zuglelcb telne Tangential-
ebene an p (u, v) 11uft, so hat die k -orthotomlsche Fliche ~ (u, v)
genau dann an (u, v) = (uo, v 0) elne Slngular1tit, weBB p (11, v) (Iort die
Gau8sche Krtimmung 0 hat oder sle dort Ihr Vorzeichen wechselt.

(U)

3. 12 )

Bem. I Der Paktor kist yon Interesse, da die Singularltiten In eiDer k -ortho-
tomischen Knrve I Fliche desto starker hervortreten, je groBer dleser

Paktor 1st.

3. 2. Glktunoverfahren nach HOSCHEIC

~!~rakt1ve. Glltten mittel. Dual karven

Die in 3.1. eingeftihrten daalen Gebilde za eiDer Beziermrve bzw. Bezierfliche
elgnen sich daza, Wendepankte za beseltlgen. Nach (3.8) bzw. (3.12) tmen in
eiDer dnalen Karve I Fliche deatltch Singularititen hervor, wenD in eiDer gege-
benen Karve I Fliche Wendebereiche vorllegen. Man wird daher zweckmiBiger-
weise so verfahren, daB man za jeder in eiDem ersten Schritt generierteD Bezier-
karve I-Fliche die jewetllge daale daza erzeagt; dabel ist gleich, ob die anter
3.1.1. beschriebene polare Abblldang oder eine orthotomische Kane I Fliche

verwendet wtrd. 1m Fall ebener Karven wtrd man za

~
p (t)

also entweder die polare lCurve

-,;
..I

xy-xy

T=...
P polar

x
xi-xy

oder aber eine k -orthotomische Karve

berechnen ( entsprechend 1m Fall yon Flkhen ) .Fallen In P polar bzw. p ortho
Singularititen auf, so 1st wie folgt vorzugehen I
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(I)

(U)

(Ul )

(Iv)

(vi

~;telle fest, zo welchem Teilintervall [t" t'+1] der ( die) Parameter-
wert ( e) gehort (gehoren), fUr den ( die) Singularititen in der dualen
Kurve auftreten.
!)rtife , ob die Randbedingungen ( Tangenten, KritmmongeD ) elnes mit
'Wendepankt behafteten Segmentes Seg, -deflnJert. auf [t" t 1+1 ] -
f~S zulassen , daB der Wendeponkt ausgeloscbt werden kann ( zu den
ISedingungen fljr Wendeponktfreiheit siebe Kapitel 2, 2.6. ).
ICann ein Wendeponkt auf [t" t'+1] beseitlgt werden, so 1st im Stone
e!iner mij,glichst geringen Korrektur des Gesamtkarvenverlaofes das
S;egment / Korvensttick Seal In 3 Segmente durch Zerlegung an den
S;tellen a and b derart aufzuteilen, daB die dabei neu entstehenden
S:egmente auf [t" a] bzw. [a, b] bzw. [b, tl+1] deflniert sind and
diu mlttlere Segment, deflniert auf [a, b], den Wendeponkt enthilt.
[)as auf [a, b] deflnierte,mit Wendepunkt behaftete Segment kann nun
z. B. nactJl SCHELSKE ( s. Kap.2 !) duroh Parameterintervall-Streckung
korrigiert werden.
Wird dieses Vorgehen auf aile in der dualen Kurve enthaltenen Singula-
riltiten angewendet, so tanneD in der stch zom Sdllu8 ergebenden
dualen Kurve nor nach an den Stellen Singularititen sein, an denen
die Randbedingungen des zugehorigen Beziersegmentes keine Beseltlgung
e:lnes Wendepunktes gestatten.

Der bier beschriebene Algorithmus kann natiirllch mit den entsprechenden tiber-
tragungen auch Zllr Detektion van Nullstellen der Gau8schen Krtimmung in
BezierfliclJlen heralllgezogen werden; dabei stellt sich jedoch daB Problem eiDer
geeigneten Korrektur des Berelches, in dem der unerwtinschte Krtimmungs-
bereich volrllegt ( ~;. SCHELSKE, Kap. 2, 2. 8. !).

il~~~etermJlJalJte zum Prltfen auf Wendeounktfrelh!!.t:.

Ais weijtere Methode, aosschlieBlich aofgrond der vorgegebenen Bezierponkte
eiDer Kone I FIichle Wendebereiche zo linden, schligt Hoscbek die Bezoat -
-Determh~ante voir. In Anbetracht der Tatsache, daB fiir die geometrischen
Eigenschaften allein die Bezierponkte aosreichen, wird bel diesem Verfahren der
Parameter eliminieJrt. Ais vorgegebenes Ziel fUr mit Wendeponkten behaftete
Bezier-Korvensegmente wird aoch bier angestrebt, 2 Wendeponkte in einen
Flachponkt: tibergellen zo lassen, d. h., es soIl der Zostand erreicht werden, daB

(I) p'(t) x p"(t) = 0 and (U) p'(t) x p'"(t) = 0 ( 3. 13 )

zugleich erfltllt sind

Bem. 1 DefliDiert mim die Kriimmung k (t) eiDer ebenen Kurve p (t) = ( x (t) ,y (t) ) T

ala (X~~~~~~.it.~ ~y~~'~~~iY)~;~'(t). "(t) -x"(t). '(t) t (t) 1=

(x'(t))2 + (y'(t))2 )3/2

so lllegt ein Flachpunkt an eiDer Stelle t dann vor, wenD zugleich k (t)
and k'(t) d(»rt Null sindi(3.13) stellt die daftir notwendigen Bedingungen
dar ( Zahler yon k (t) and k' (t) ala Kreuzprodukte gescbrieben !) .
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Die Ableitungen eiDer Bezierkorve lassen sich mAt Vorwirtsdifferenzen ( siebe f
Kapitel I, 1.3 ) in der Form ~I

.1
j

!
';

!~ n-1
;m;, p' (t) = -!-- --~ ~ 61 b -BD-1 (t)

b -a ( n-1 )! L., " '
i=O J

i

n-2..1 n! ~ 2" D-2 ..
p"(t) = (i;:";)j2 -(~! (:06 b,-B, (t) ODd

1 , n-3
p'"(t) =- n. ~63b-BD-3(t)

(b-a)3 (n-3)! L., "
i=O t .[a, b]

schreiben .

D D
DMdiert man B, (t) durch (b-t) , so gewinnt man die Darstellung

B~ (t)/(b-t)D = (~)-w' .(3. t4)

Die drei ersten Ableiblngen der Bezierpolynome konnen damit bet Vernachlissigung
unootiger konstanter Faktoren folgendermaBen geschrieben werden I

n-1 n-2 n-3
p' = L caw' , p" = L a,w' , p'" = L e,w' .

i=O i=O i=O

( 3. 15 )

A ...
Hierbei sind die Vektoren c , ' d , and e , Vielfache der entsprechenden Vorwirts-
differenzen I

c, = (n.I)l\lb, , a, = (n.2)62b, .e, = (ni3)l\3b, .

Mit der DarstellODgsweise (3.15) gilt fUr die beiden Kreuzprodukte aus (3.13) I

2n-3 2n-4
p' x p" = 2: r, w ' , p .x p'" = 2: s, w' ,wobei

i=O i=O

r, = 2: (c m X a I ) oDd s, = 2: (c m X e I) .
m,l ~ 0 m,l ~ 0m+1 = , m+1 = iJD~D-1 JD~D-I ~ D-2 I ~ D-

FaSt man r, oDd s , zom Vektor in , = (r , ,s , ) T zosammen, so kann man die

beAdeD KreUZprodukte zu einem vektorwertigen Polynom (Dimension 2 ) zusammen-
fuseD I

h
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N

L mlwl
1=0

-Aq (w) = N=2n-3 3.16 )

Um den Parameter w zu eliminJeren, spaltet man q (w) in zwei Teile auf I

..Aq (t) = + ...+ mN-1

-a N-t-1 -amN-t-1W + ...+ mO+

Damit lassen sich folgende Terme bilden

... ( ) --I --VI W = mNw + ...+ mN-1

di PI Jetzt bilde man eN 0 ynome Vo x q vN-1 x q :

..-aVo X q =

...
..-a
VN-1 x q

«0.0 + «O,N-jWN-1 +

( 3.= «N-1,O WN-1 + + ItN-j,N-j

Hlerbel gilt idr die Koefflzlenten It k ,I

( 3.

Damit hangen die ~ k ,I nor von den gegebenen Bezierponkten ab; soil daB
Polynom q aDS (3.16) verschwinden, so mo8

( 3. 19 )= 0

erf'dllt sein Bezoat -Determinante ) .

Somit ist es mogllch. (3.19) als Glattheitskriterium zu verweuden ; hat man In
einem Bezlersegment einen Wendepunkt entdeckt. so sind die zugehorigen Bezler-
punkte solange zu variieren. bls die Bedlngung ( 3.19) erftillt 1st. d. h.. eln Flach-
punkt anstelle von lwei Wendepunkten entstanden 1st.

1m Faile segmentierter Bezierflichen zieht die Erzeugung eines Flachpunktes
fltr die Gau8 -Kriimmung K (u. v) an eiDer resteD aber bellebigen Stelle die

Beziehungen

3.20 )K (D,V) = oK(D,v)/oD = OK(D,V) lov 0=

Bach sich .Hoschek flihrt aos. wie man diesen Zostand dutCh Variation
der Bezierponkte and Doter Verwendong der Bezoot -Detenninante erreichen
kann ( siebe HOSCHEK .Uteraturangaben [11] and [12] ! ) .



3. 3. Bt1c~~KaDftel 3

-Prinzip eiDer poJaren AbbiJdunl I Punkt=(x,y)T 1--> 1= Gerade, wobei

1 I xx' + yy' + 1 = 0

-qll1intisches Beziersegment mlt zugehOrigem polaren Slid

]-->

...,

quil\'tisches

Beziersegften"t

polar~s Bild

des Beziersegftentes

82 51.
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BRUNET gibt in eiDer Publikation ( 1985 ) ein Verfahren an, die "Glattheit"
eines bikubischen Patches an dessen Inneren 4 Bezlerpunkten zu messeD und
diese so zu modlflzleren, daB sie slch einem "deal" , den 4 Inneren Bezierpunkten
elnes billnearen Coons-Patches, mogllchst annihern.

,. t. Be8timmUDI der 'Twista p uv an den Ecken eines Patches

Zunachst soileD einlge Mogllchkelten erartert werden, die , Twists p uv an den
Ecken elnes Patches zu bestlmmen, wenD yon vornhereln our die 4 das Patch be-
grenzenden Kurven p (0, v), p ( I, v), p ( u , 0) and p (u , 1) aDd die Ableitungen
P U ( 0 , v ), P U ( 1 , v ), p v ( U , 0) and p v (u ,1) gegeben sind and elne Auswertung
des Patches Bach Coons ( s.Kapitel 1 ) angestrebt wird.

, ...
Die 4 ,Twists P uv ' die in der Matrix

I

r p (0,0) p (O,I)! Pv (0,0) Pv (0,1)

I P (1,0) P (1,1): Pv (1,0) Pv (1,1)

I ~-:(O-:O)---i1~(-O~1)1-i1~(0:O )--i1~( 0:1-)

Lpu(1,O) Pu(1,1):Puv(1,O) puv(1,1)

auftreten ( vgl. Kapltell (1.16),1.5.2. ), soil ten nicht 0 gesetzt werden, da dies
zu Pseudo -Flachpunkten im Patch ftihrt. Es bleten sich aber zahlrelche andere f
Methoden, diese Gra8en vorzugeben. if

4. 1. 1. Gewlnnen der Twists aDS dem FerR:Uson-Patch ( Kaoitel 1. 1.5.3.) I

t
;,

In Kapitell (1.5.3.) wird erklart, wie slch die G~8en p, Pu, Pv und Puv eines :
Patches In Abhangigkeit yon den 16 Bezierpunkten bl,J des zugehorigen Ferguson -'

TP -Patches ergeben j bier soil die Beschreibung fttr das Patch Seg k,l mit
U C [Uk ,Uk+1] und v C [Vl'Vl+1] erfolgen I

I[--~-~-~~~!__l_!_~_~~~!_~ l ( t c {U k ' U k+J} ,

pu(i,j) : Puv(t,j)j jC{Vl,Vl+1} )
I

I

~o.o ~0.3 i ~(~O.1- ~o.o) ~(~O,3 -~O.2)
b3,O b3.3 :~(b3.1-b3.0) P(b3.3 -b3,2)

~ It(bJ.o-bo.o) It(b1.3-bo,3)!It~(bo.o-b 1.o-bo.1+b1,1) Itp (bO,2-b1,2-bo,3+b1.3)

It( b3,O- b2.0) It( b3,3- b2,3): It~ (b2,O-b3,O-b2.1+b3,J) It~ (b2,2-b3.2-b2.3+b3.3)
I

( hterbet gilt I It = 3/(Uk+1-Uk) , P = 3/(Vl+1-Vl) ) .
f ",.0 ...{ C



Man erhaIt also fur die Twists:

P uv(Uk, vI) = ~~ (bo.o -bI.0-ho.l+ hI.I ), P uJok,vl+l) = ~~ (bo.2-ht.2 -bO,3+ bI.3)'

Pav(Ok+I,VI)= ~~ (b2.0- h3,O-b2,t+h3,t)' PuJOk+J,VI+I) = ~~ (b2.2--b3,2-b2.3+b3.3)'

( 4. 1 )

Man sieht auch, daB nUT die Twistvektoren p uv von den 4 inneren Bezierpankten
abhangen .

Bem.: (i) Sind die 40 Twists in einem gemelnsamen Punkt zusammenlaufender
Patches ungleich. so 1st our CO -Stetlgkelt gegeben.

(U) Soli der Veri auf / daB Aussehen der 40 Randkurven bel eiDer Patch-
Modlfikation erhalten bleiben. so dtirfen our die Twists and damit
our die 40 Inneren Bezierpunkte variiert werden.

4. 1. 2. Verwendun~ der Twists des bilinearen Coons-Patches ( AdJnJs Twists )

Ais weitere Moglichkejt bietet sich an, Adinis Twists zu verwenden; daB sind die
partiellen Ableitongen is tlY' die sich ergeben, wenD man daB bilineare Coons-Patch
( Kapitel1, 1.5.1. ) entsprechend nach 0 and v an den 4. Eckponkten differenziert.
Geht man yon dem allgemeinen Fall eines iiber [u k' U k+1 ] und [ v I' v 1+1 ] defi-
nierten Coons-Patches aos,so ergeben sich die einzelnen Teilflachen is l' is 2 uod is 3
wie folgt :

Pt(U,v)= .p ( U k+1 I V

P2(U,V) = .p(U .VI+1)

0 -0k

( Uk -U) (VI+l-V)
P3(U,V) = .p ( U k' v I) - .P(Uk+1'V.)

6Uk 6v..
(Uk+1-U) (VI-V)

~Uk~V.
(Uk-U)(V.-V)

.p( Uk+1,V.+1).P(Uk,Vl+1) +

~uk6.vl

l1ukl1V.

( 4.2 )

-V .' Das bilineare Coons-PatchHierbei sind II 0 k = 0 k+1 -0 k ond II v 1 = v 1+1

ergibt sich damit zo p ::: p 1 + p 2 -P 3 .

+
~Uk6v,

korven, die 4 inneren Bezierpunkte b l.j -i,j = 1...2 -sind Bezierpunkte, die sich

dorch Anwendong des TP-Schemas fur blkobische TP-Flichen ergeben (s.Kapitel J,
( 1.11 ), 1.4.) .

Zor Bestimmong der 4~ Ecktwists moB der Aosdruck p ( u, v) nun Bach 0 und v

differenziert werden und der sich ergebende Term fur die Stellen (0 k'v 1 ) ,
(0 k+I' V I ) , (0 k' V 1+1 ], und (u k+I' V 1+1 ) ausgewertet werden. Bel dlesem Vor-
gehen erhilt man die folgenden 4. Adlni-Twists :



Pu(Uk,VI+1)I-pu(Uk,VI) Pv(Uk+1,VI+1) -Pv(Uk,VI+1) -A

-Wk,l'
ak,1+1= + -

~VI ~Uk

-Wk,.'
-a =
a k+1,1

Pu(Uk+1IVI+1)-Pa(Uk+1IVI) pv( Uk+1 ,VI+1) -Pv(Uk, VI+1)
-W k,l'...=a k+1.1+1 +

l:1v. l:J.uk

( 4. 3 )

Hierbei steht wk,l fUr .~en Term

...P(Uk'Vll) -P(Uk+I,VI) -P(Uk,VI+I) + P(Uk+I,VI+I)
Wk.1 :=

6.uk.6.V.

Die 4 Adini- Twists werden spater dazu verwendet werden, die 4 inneren korrespon-
dierenden Bezierpunkte des gleichen Patches vorzugeben.

4. 1. 3. Twist-Vore:abe nach Bessel

1st ein zu interpolierendes Punktenetz P l,j -i = O...m,j = O...n -ge geben , so
konnen die Twists nacl~ Bessel fur aile inneren Punkte P i,1 -d.h.: j ~ i ~ m-j
und 1 ~ j n-j -dadurch g:ewonnen werden, daB durch einen solchen inneren Punkt
and seine 8 "Nachbarpunkte" P l+r,J+s mit r, s E { -j, j } eine biquadratlsche inter-
po I ierende Fliche in den Variablen u and v mit DE [u 1-1 ' D 1+1 ] and v E [v J-1 ,v J+1 ]
festgelegt wird and man die erhaltene regulire Beschreibung der Flache an-
schlieBend fUr die Stelle (u I' vJ) nach u and v differenziert.

Die Beschreibung einE~r zum Ponkt P I.J gehorenden 1nterpolierenden hat damit
die Darstellung 2 2

p(u,v):= L L Ck.1 .uk.vl;
1=0 k=O

U E [U 1-1 .U 1+1] .

Die bier auftretenden Koefflzlenten -Vektoren C k,l werden durch Losung des
darch die 9 Interpolaltlonsbedingungen gegebenen LGS bestimmt. Die sich
ergebende Beschreibung p ( u .v) 1st dann nach u und v abzulelten und idr den
aktuellen Ponkt P I,j zu berechnen.
Werden diese Rechnungl~n ausgeidhrt. so flndet man die Twists:

(1-al) (1-bj).wl-I,J-1 + (1-al)bj.wl-l,J

al (1-bj).wl,j-J + al bj.wl,J+

wobei a I := L\ U 1-1 / ( .~ II 1-1 + L\ II I ) .bJ := L\ V J-1 / (L\ V J-1 + L\ v J ) und die

WI,J wie oben linter Pult1kt 4J.2. .

Da die bier skizzierte Moglichkeit derTwistbestimmung nor f'or die inneren Punkte
des gegebenen Punktenetzes anwendbar ist, musseD die Twists fur aile Rand-
punkte des Punktenetzes gesondert angegeben werden.



Bern. : Bel Verwendung dieser Twists und bikubischer Coons-Methoden ergibt
slch nor eine C 1 -Flache.

4. 2. BerechnUDg der Bt~zierpankte and Brunets Krtterium flir Glattheit

Mit den in Kapitel 1, ( 1J5 ),1.5.2. I aufgestellten Beziehungen zwischen Rand-
kurven and den Gro8en P, Pa' Pv ond Puv an den Patch -Ecken findet man
zur Bestimmung der Bezierpunkte bo,ol bl,OI bo,l und bl,l die Beziehungen

(Ii)( i)

"'... ~Vj ...bO.i := p(U.,Vj) + 3 .Py(U.,Vj) and schlieBlich

L\ul L\v j
:= -bo.o + bo.o + T.Pu(uIIVj) +bo.o+T

..
bIoI .Pv(O.,Vj)

f1u.f1Vj -a+ 9 .Pav(U.,Vj)

..-a -a f1u.f1Vj-a
bo,o+b1.0+bo.1 + 9.Pav(u.,Vj) ( 4. 4 )

Fur die restlichen 12 Bezierpunkte tanneD naturlich entsprechende Gleichungen
..a ..a ..a

aufgestellt werden. Da 1r1Ur die 4. inneren Bezierpunkte b 1 1 .b 2 1 .b 1 2 and
..a ...
b 2,2 von den jeweiligen 'Twists beeinflu8t werden, kannen auch nor diese inneren
Bezierpunkte durch Modiflkation der Twists beeinflu8t werden; dies kommt
einem Glattungsalgorlth1mos insofem entgegen. als die aoBeren 12 Bezierponkte
nicht verandert werden dUrfen. wenD die Randkurven eines Patches unverandert
bleiben Bollen .

Entscheidet man sich darur. als Twist-Vorgabe den unter 4.1.2. vorgeschlagenen
Adini-Twist zu verwende'n. so ergibt sich fur den Twist a (0 I .v J ) = a (0 k .v I ) :

~ -
a k,l -

P(Uk,Vl) -p(lIk+1,Vl) -P(Uk,VI+1) + P(Uk+1.Vl+1)

6Uk.6v.
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~

b13-bO3-b10+bOO b31-b30-bO1+bOO..~ + ~.. 6Uk 6v. 6uk6v.

3(

( bO.O -b3,O
I (6Uk6vl)

Setz1 man nun a k,l in (iv) von ( 4. 4 ) lOr P DV ( U I ,v J ) ein, so erhilt man

fur b j,j ::

6.Uk6.vl ~

-bO,o+b1,O+bo,1+ 9 -.ak,1
~ = (2bo,1+b3.1)/3 + (2b1.0+b1.3)/3 -(4bo.o+2bo,3+2b3.0+b3,3)/9,

( 4. 5 )



-Entsprechend werden nun die restltchen tnneren Bezierpunkte b 2.1 ' b 1.2 und
b 2.2berechnet. Das Patch, das stch bet Anwendung dteser Methode zur Besttmmung
der tunerell1 Bezterpunkte erglbt, wtrd tn Brunets Glattungsverfahren als "Bezugs-
patch" verwendet. Da bier eine bilineare KonstruktJonsmethode zur Vorgabe der
Twists zul~runde Ilegt ( Adlnls-Twists, Coons bilinear! ), sollte dieses Patch 1m
Innem mlnJmale OszlllatJon enthalten, so daB der Vergleich anderer Patches,
bel denen die TwistbestJmmung auf andere Art und Weise erfolgt ist, mtt dtesem
Bezugspatch stnnvoll erschelnt.

Zur MessuDg der OszilJatlon eines bikubischen Bezierpatches schligt Brunet
folgendes Verfahren vor :

( i) Njlch Berechnung der 4. inneren Bezierpunkte eines Patches bilde man
z~vei Paare yon Differenzvektoren I

~ ~ ~ ~ ~ ~

vtl=bt,t-bt,2' V21=b2,j-bj,t und
~ ~ ~ ~ ~ --
v 3 := b 2,2 -b 2,t. v" := b t,2 -b 2,2 .

Zil jedem der beiden Paare V t .V 2 und V 3 .v" berechne man den jeweils
ZUI beiden v I -Vektoren senkrecht stehenden Vektor Ii 1 bzw. Ii 2 ' die
b~ide auf die Lange 1 normiert sein soileD I

~ ~ ~ ~

--VtXV2 --v3xv"D1=!lVjXV2U .D2:=lIv3XV"U .

(ii)

( Iii) Man bilde zu 8. und 82 die Vergleichs- Vektoren D.(A) Dud 8~A), die stch
wle fUr o. und 02 dargestellt berechnen lassen, our daB die 4 jnneren
B4~zierpunkte jetzt unter Verwendnng der Adinj -Twists bestimmt setn

sollen.
( iv) AllIS 0., 82 und 0.(A) ,82(A) gewinne man etn "Mittel" , das wie folgt

dt~finlert 1st:

n n(A) := ( 4.6 )

Jt~ besser sich das zu untersuchende Patch 1m Innem dem Bezugpatch
milt Adinis -Twists nahert, desto dichter liegt diese GroBe bel 1 .
(Begrtindung : Aile in (4.6) auftretenden Vektoren sind auf die Lange

1 normiert i die darin enthaltenen Skalarpodukte sind
damit jeweils aus [-1 ,1]. Beim Zusammenfallen yon
n. mit n.(A) and n2 mit nJA> sind die entsprechenden
Skalarprodukte 1, das "Mittel" somit aoch. )

4. 3. ~(NET. IGlittungsa!gorithmua

Ziel in lBrunets IGlattungsalgorithmus 1st es, die oben beschriebene Gro8e"""i"ii"'A

aDs ( 4. 6 ) moglil~hst dicht der 1 anzunmern.

Gegeben ii m -n bikubische Bezier-Patches mAt jeweils 16 Bezierpunkten and
8 -gibt die maximal erlaubte Abweichung der GrOBe nx yon 1

an (~E [1-8 ,1] ! )



Der Glattu:ngsalgorithmus teilt sich dam it in die beiden Schritte

( i )

(Ii)

Bestimmung all der Patches, fUr die ii iiA E [1 -E ,1] nicht erfUllt ist
Modlflkation der Twists all der lInter (i) bestimmten Patches derart,
dGL8 fiA innerhalb des gewiinschten lntervalls liegt i
hierbei soIleD die Adini -Twists nlcht (!) Ubemommen werden i
di,e gegebenen Twists soileD led iglich starker den Adlni -Twists ange-
n~ihert werden, so da8 das Patch nicht zu sehr verandert wird ( stetiger
tibergang zu Nachbarsegmenten geht verloren ! ) .
Eine koordinatenweise Twist-Modifikation stellt sich In Matrix-Schreib-
w,eise daDo so dar :

Puv A .Pay
(alt> ( U I .v J ).-

(aItJ[a 0 ~ [p (x)

]= 0 b 0 .P:: (y)
00 c p (z)

uv

( 4. 7 )

( a, b, C = 0 =>

a, b, CE (O,1J =>
Nulltwist -Patch => evtl. Pseudo -Flachpunkte ;
Variieren zwischen Nulltwist-Patch and gegebenem
Patch)

Bern, : 1. Es ist zu berticksichtigen, daB durch die Modifikation eines Twist -
-Vektors i.a. die eventuell gegebene C 2 -Eigenschaft der bier zu-

sammenlaufenden Patches verlorengeht.
2. Dorch Modiflkation eines Twist- Vektors werden zugleich 4 Patches

in ihrem Aussehen beeinfluBt. namlich diejenigen, die den zugeho-
rAgeD Eckpunkt teilen.

3. Wird der Twist zur Bestimmung van b 1 1 0 gesetzt , so folgt nach
( ) d ...b (0)_'" ' ...(nea)

4.5 .4.2., aB 1.1- -bo.o+bl,O+bO.I.i set nun Pav (ul,Vj)
der modifizierte Twist-Vektor; dann liegt b II(neu) auf der Geraden

...(0) ...(alt.) ,
durch b 1.1 und b 1,1 ' sofem a = b = c.

4. Nach Brunet hat sich zurn Erhalt ausreichender Glattheit im Mittel
ein Modifikationsfaktor a ~ 0.75 bewahrt.
(a := 1 / (( m+1) .(n+1» -L a I,J ,i=O...m, j=O...o, wobei

...p (neu) (u v) := a p (alt.) (u v) )uv I' j l.j uv I' j .

Ein Programm. das Brunets Verfahren realisiert. findet sich im Anhang

dieser Arbeit.
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4. 4. Bil~ler zu KaDitel 4

-Bezierpunkte -Netz eines bikubischen Patches
-Gtite -MaS eines bikubischen Patches Bach Brunet
-Moglichkeit eiDer Twist -Vorgabe an eaDem Knoten

111 J.

zu vergleichende innere

8.zi.rpunk't.

inn.r. 

B.zi.rpunk~.

b.i ADI"I. Twis~.

A ) )6UTE A > + (n
I: n2 # 28.5 * «n .n

1 1



5.1.1. J);.!~IIUD.R de, Coons-Fllche Dach WALTER I OotJmalforderuna:

In seiner Dissertation "Numerische Darstellung yon O~rflachen unter Verwen-
dung ein4~s Optimalprinzips" U97U schlagt Harald WALTER eine Methode vor,
die Twistvektoren an den Ecken eines Coons-Flachensegmentes unter Verwendung
kublscher Hermlte-Baslsfunktionen geelgnet zu bestimmen. DIe prinzlplelle V'or-
gehenswe!ise dabei hat NOWACKI verwendet, um die Twists im Faile qulntischer
Hermite-:Baslsfunktionen zu berechnen.

" ..Hler sc.llen zunachst WALTERs Darstellungsweise und UberEegungen eingeruhrt
werden, 11m dann zu einem Verfahren zu rdhren, daB einerseits iiber WALTERs
Ideen Insofern hinausgeht, als es quintische Baslsfunktionen verwendet, das aber
ande,rerselts Bur die Twists dp ( U. ,v J ) / du dv und nicht weltere gemlscht- par-
tiel Ie Ableitungen zu den Knotenpunkten liefert.

Der s~quentielle Aufbau der letztlich erstrebten Coons-Flache soil nach
WALTER in folgenden Schritten erfolgen :

(I) Festlegung der die Fliche deflnierenden Knotenpunkte is k ,I ' wobei die
beiden Indizes den Index-Mengen {O,J, ,.. ,m} respektive {O,J, ...,n} an-
g:ehoren i Bestimmung der u -und v -Partition { u 0 ' ..., U m} bzw.

{vo,...,vn}'
Bem. : Hfer ist anzumerken, daB nicht notwendigerweise zu alien Index-

Kombinationen ( k, I) auch ein Punkt is k,l gegeben sein muB.

(Ii) G-enerierung -moglichst glatter -Netzkurven, d.h. der Kurven, die
jc~weils die Punkte P k=var,l=oonst bzw. P k=const,l=var in u -bzw. v-
-Parameter-Richtung Interpolieren ( quintisch ! ).
B~m.: Auf Moglichkeiten, diese Netzkurven / Segment-Randkurven glatt

zu berechnen, soil bier nicht eingegangen werden.

( Iii) Eiestimmung optimaler Twists zu den jeweils vier Ecken eines jeden
Flachensegmentes nach dem Verfahren von WALTER 1m Fall eines
qaintischen Kurven-Schemas.

( iv ) Auswertung der einzelnen Coons-Flichensegmente ( jeweils Uber [0,1]
parametrisiert zu denteD ! ) nach der Matrix-Darstellung

= .a T .a
f(o} .M. f(v} =

.

pOOp v 00 pvvOO P 01 Pv 01 Pvv 011

Pu 00 PuvOO 0 Pu 01 Puv 01 0

PuuOO 0 0 PUg 01 0 0

P 10 Pv 10 pvJ 0 P 11 Pv 11 Pvv 11
Pu 10 Puv10 0 Pu 11 Puv11 0

Puu10 0 0 Puu11 0 0

( 5.1.1 )



Bem.: Die 6 -elementigen Funktionen -Vektoren links bzw. rechts der
Zentralmatrix aus (5.1.1) werden 1m folgenden Text mAt den
Vektoren f (u) bzw. f (v) bezelchnet.

Aus deJr Oberflichen-Schar L .deren Flachen S einzeln aile die gegebenen
Knotenpunkte interpolieren und vorgeschriebene Differenzierbarkeitsbedingungen
erftillen. solt Bach WALTER die Fliche S' als optimal gelten. f'or die

f ( k 2 + k 2) d S = miD f (k 2 + k 2) d S
1 2 S ~ 1 2

S' f£. S
gilt. ( 5.1.2 )

Hierbei silild k 1 .k 2 die Hauptkriimmungen der Flache.

5. t. 2. .Qberflichendarstelluna: und ODtimalDrinziD

Schreib:t man in Normalen -Richtung zu den 4 Segmentrindem eines Segmentes
Seg k.J di,e nicht-gemischten Ableitungen bas zum Grad 2 vor, so stellen sich
die Forderungen an die beadeD RiDder v = 0 .1 in der Form

ond an diE~ Rinder 0 = O. 1 in der Fonn

( S. t. 3 )dar.

Werden unter BeriicksJchtJgung dieser Vorschriften jeweils 2 gegentiberliegende
Segment-Randkurven quintisch interpol1ert. so stellt sich die Boolesche Summe
der beiden auftretenden Projektoren zur Interpolation in u- bzw. v- RJchtung
folgendennaBen dar :

is k.l ( U, V) = P 1 e P 2

( 5.1.4 )

( Bem.: u, 'V~ [0,1] ; M k,1 Zentralmatrix aDS Darstellung (5.1.1) fUr Segment Segk,l)

Dorch NaI~hrechnen la8t BAch leicht veriflzieren. daB diese Boolesche Somme
aile vorgeschriebenen Eigenschaften fur die Segmentrander einhalt.

Bei Vorgabe bellebiger Ableltungen auf den Randern bzw. normal dazu wird
mit Forml~1 (5.1.4) eine Fliche gewonnen, bel der aile Segmentgrenzen einen
C 2 -stetlgen tibergang aufwelsen; wahrend WALTER mlt kubischen blending
functions arbeitet und damit our C 1 -Stetigkeit an den Segmeut-tibergangen
erzielt,wil"d durch den quintischen Ansatz C 2- Ubergang geschaffen (NOWACKI).

wie er u. ca. 1m Schiffbau notig ist.



Die frej(en Parameter in der Darstellung(S.1.3) sind die Twists eines Segmentes.
die im Sinne eiDer Minimierung des Integral-Ausdruckes (5.1.2) optimal vorzu-
geben seAn werden.

Die obE~n angesprochene Flachenschar List non dadorch gegeben, daB je Fla-
chensegm,ent die freieo Parameter Puv k,l' PUVk+l.r PUVk.I+1 ood PUVk+I,I+1

variiert w4~rdeo koooen. Aos der Schar L soIl dann die Fliche gewonnen werden,
lor die di4~ Mioimalforderung (5.1.2) erf'ollt ist.

Der Ausdruck (5.1.4) laBt sich durch Addition und gleichzeitige Subtraktion des
Terms IT(u). Mt:,l .1(v) unformen in

f ( u) .M k ,I .f (v)

+ ek,l (U,V) . ( 5.1. 5 )

...~
FUr de!]! Fall, daB qointische Hermite-Polynome f (0) and f (v) gewahlt and

damit keine Normalenableitongen langs der Segment-Rander vorgeschrieben
werden, 1~i8t sich zeigen, daB der Anteil e k ,I (0, v) aDs (5.1.5) identisch 0 ist.
Damit sind als Interpolations-Vorgaben f"dr ein Segment Seg k,l lediglich die
Elemente 4tier Matrix Mk,l vorzugeben ( "Eckponkt-Information" der 4. Eckpunkte).

WALTE:R deflniert auf der Schar L aller moglichen Flichen daB Funktional G

mit den Eigenschaften

ond( i) G (S) ~ 0 fUr aile Filchen S ~ L

~ (S) = 0 (==) S ist eine Ebene (5.1.6 )(it)

Diese Forderungen an G sind sinnvoll. da dam it die Interpretation von G ,als
Abweichm~8' van eiDer Ebene interpretiert werden kann.

Zu jedem Punkt is (u. v) aDS dem Inneren eines Segmentes I iiBt sich ein lokales
Koordinatj~nsystem K lok = { x. y .z} derart angeben. daB die x- und y- Achse in
der Tangentialebene an is verlaufen und die z-Achse in Richtung der Normalen
zur Tangentialebene weist. Stellt rnan in diesem lokalen Koordinatensystem die
Taylorent'N'icklung biB zu den Termen 2. Ordnung rUT z = z (x .y) fUr die Ent-

wicklungsstelle (0.0) auf. so gilt:



z (x.y) = z (0,0) + zx(O,O)tx + Zy(O,O).y

+ t. Zxx(O,O).X2 + Zxy(O,O).xy + Zyy(O,O).y2

1- .
2

Z",,(O.O).X2 + Zxy(O.O).XY + Zyy(O.O).y2)

(5.1. 7 )

Die KriimmllDgseigenschaften d~ses osku llerenden Paraboloids bel (x, y) = (0,0)
stimmen mit denen des Flachenpunktes is tiberein.
Uegen x- und y-Achse des lokalen System K lok nun In Richtnng der Haupt-
kriimmungsrichtungen der Flache, so folgt fur die In (5.1.7) auftretenden partl-
ellen Ableitungen :

(1) zxx(O,O) = kl . ( ii) z xy ( 0 .0) = 0 oDd ( Iii) z yy ( 0 .0) = k 2 .

Somit laBt sich (5.1.7) schreiben als

z(x,y) = t .(k1X2+k2y2) .(5.1.8)

WALTER verwendet daher die Summe k 1 2 + k 22 als MaS fur die lokale Ab-

weichung von Flache und Tangentialebene, daB Integral uber diese Summe und
die gesamte Flache als Ma8 fur die globale Abweichung :

G (S) = f f (k 12 + k 22) dx dy = J ( k 12 + k 22) d S. (5. 1. 9 )

S S

Die freien Parameter -die Twists -Bollen nun so bestimmt werden, daB der
Ausdruck ( 5.1. 9) minimal wird.
Urn ein lineares (!) Gleichungssystem zur Bestimmung der Twists Puv k IzU'" .
erhalten, fiihrt WALTER ein Funktional G auf L ein, daB mit dem Funktional
G auf L auf eiDer Teilmenge ~ von L iibereinstimmt; dabei ist ~ wie folgt
definiert :

Gk.1 = canst fUr Segment Segk,l

( 5.1. 10 )

( Hem.: E. Food G sind die GraBen der 1. Fuodameotalfonn regolarer Flacheo. )

Die Minima.lforderung wird nun abgewandelt als

"'"
G (8)

'" ,
G (S. ) ~ miD

S(L
fonnuliert

Driickt man das Funktional -die Hauptkriimmungen -(5.1.9) ausschlieBlich in
GroBen der 1. und 2. Fundamentalform regularer Flachen aus, so findet man

(5.1.11 )

( Bem. : E = < PO' Po>, F = < Po' P V >, G = < p V .P V > aDS 1. Fundamentalform .

e = < p 00 .Ii > .f = < p ov ' Ii > .g = < p vv .Ii > aDS 2. Fundamentalform )



Betrachtet man nur Flachen, die die Eigenschaften der Menge ails (5.1.10) er-
fUllen, so gewinnt man daB einfachere Funktional

G (S) = I
(k,l) Geb k,l

( S .1. 12 )

Hlerza 1st Foigendes za bemerken

( I ) ( k , I) spezlflzlert daB Segment Seg k ,I ' woriiber zu Integrieren 1st.

(Ii) Geb k,l 1st das Deflnltionsgeblet [u k .u k+1] x [v I' v 1+1] fUr Segment

Seg k,l .

(iii) Ole GraBen E ond G der 1. Fundamentalfonn sind segmentspeziflsch,
d.h., auf einem Flachen-Segment Seg k,l konstant ond daher bier auch

mit Index (k I I) verse hen; F verschwindet lor jedes Segment.
( iv ) Die GraBen e. fund g der 2. Fundamentalfonn sind in jedem Segment

welterhln variabel, erhalten mlthin kelnen Index!

Fur diesen eingeschrankten Typ von Flachen lassen sich die Gro8en e, f and g
in der Form

Puu
...
Puv Pvvf = and angeben.e = g =

linter Verwendung dieser Beziehungen und der Voraussetzung aquidistanter
Parametrisation laBt sich daB Funktional folgendennaBen schreiben :

~ (S) =

1 1

I If Ak,..'PUUk,.12 + 2Bk,..'PUVk,.12 + Ck,..lpVVk,.12 dudv
( k ,I) 0 0

5.1. 13 )

A k ,I' B k ,I und C k.1 sind dabei definiert als

( t)

(Ii)

(lit)

(tv)

3 1/2Ak,l := (Gk.1 I E k,l) ,
-1/2Bk,l := (E k,l .Gk,l) .

Ck,l := (EkI/Gk,13) 1/2, --

Vorgabemogll~hkelt fur Ek,l (analog Gk,I): Ek,I:=(PUk,I,PUk,I)'
";:A- ( + ...t ...) litwobei Pu k,l := 0,25. PUk,1 tPUk+1,1 Puk,l+1 PUk+1.1+1 g ,

Bem.: -1st eine bivariate Funktion z (x, y) auf [ 0 ,1 ] x [0 ,1] gegeben. so
ist das Integral

1 1
f f ( zxx2 + 2ZXy2 + Zyy2 ) dxdy
0 0

Ausdruck eiDer auf Biegung und Torsion beanspnrchten elastischen
Platte onter Voraossetzong kleiner DorchbiegoDg.

-WALTER gibt in seiner Dissertation einen Existenz -/ Eindeutigkeits-
satz der Losung yon (5.1.13) zur Bestimmung der Twistvektoren Pavk,aan.
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5.1. 3.__Bestimmuu2 des linearen Gleichun2ssystems zur Ermittluna der

Twistvektoren p uv k 1-..
'"

(5.1.13) ist extremal (minimal), wenD 05 (S)/OPuv = 0 fUr (i,j) aDS dem
'" I .J

l giiltigen Index-Bereich gilt. Dlfferenziert man d nun partiell nach dem Twist
I ...

f d! l p uv I.J' so in et man:
I f 11
: 0 ~(S) I II a i = 2 A..
I. 0 twi {k ,I P uu k,1 0 twi ( P uu k ,I )
Ii I.J (k,I)OO I.J
,
! 0l +2B . p . (p )r k,1 uvk.1 otwi{.J uvk,1

I
i: a
: + Ck,l' Pvvk I .~ twi (PVVk I ) } du dv.j ], .0 {,J .

i

( 5. t. 14 )

Bem.: Hier und im folgenden Text wird stellvertretend fur eine Koordinate
eines Knotenpunktes P k,1 = (Pk,1 x, Pk,lY' Pk,1z)T nor P k.1 geschrieben i

.; entsprechend soIl twil,J eine Komponente des Twistvektors Pay =
I ~ I,J -x Y z T

i -(PUVt,J ' PUVI.J ,PUVI.J) bedeuten.

! (5.1.14) ist folglich nacheinander zunachst fUr die x-, dann fur die y -,

~ schlieBlich fUr die z -Koordinaten der beteiligten Vektoren auszuwerten.

I;
:' P k,1 = P k,1 (u ,v) ist hierbei -quintisches Hermite-Interpolations-Schema voraus-

gesetzt -wieder der Ausdruck f T (u) .M k,1 .f ( v). Dabei stehen in M k,1

l naturlich auch nor die Elemente eiDer bestimmten Koordinate !
'.

~

I' Es werden in (5.1.14) 2 lndexpaare verwendet : soIl nach Twist twi {,j differen-

~ ziert werden, so ist jedesmal die Summe Uber aIle Flichen -Segmente Seg k,1 zu

bilden ( rechte Sette yon (5.1.14) ) .

Es soIleD jetzt Teile des Integranden yon (5.1.14) berechnet werden. Wird nach

Twist twi I,j differenziert, so 1st zu bedenken, daB dieser Twist nor in der Fli-
i chenbeschreibung yon 4- SegmenteD vorkommt, nimlich den SegmenteD Seg 1-1.j-1 '

f Seg l,j-1 ' Seg I-J,j und Seg t,J ( es set denn, das Index-Tupel (i ,j) spezifiziert
!i einen Eck- oder Randpunkt der Gesamtflache ) .Daher folgt fUr die Ableitungen
1~r nach Twist twi I,J des Integranden :

a ( ) -- (i) PUUkl(U'V) = hlt"(u).h~(v), (k,I)=(i-It,j-~)

0 twil,J '

= 0 , sonst

~ a ( ) -- r (it) PUVkl(U'v) = hit' (u).h~'(v). (k,I)=(i-It,j-~)

!\ 0 twi I.J '
:1 = 0 , sonst
:

..I
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!! (iii) ~ (PVVk,l(a,v») = h« (a)-h~"(v), (k,l)=(i-«,j-~)

= 0 , sonst

(S.1.tS )

Dem. I « and ~ sind aas {O, 1 }, so daB nar die 4 Segmente eingehen, die im

j Punkt PI J zasammenlaafen.1 .,

i Die in (5.1.!4) auftretenden lntegrale iiber den Hermite-Polynomen werden wie "
i folgt abgekiirzt 1 ~

1 t
!

ho(a) t
1 ho(a) 1

! (i) u«= ff(a)-h«(a)da = ho(u) -11" (a) du,
:.' 0 h (a) «
., 1
! h1 (a).-
.h1 (a)

0
;
;
i 1

i '! i ( Ii) V «1= f f' (a) -h«' (a) da = ...and
j! I

.i I °

j (Iii) w« 1= J f"(a).h«"(a) du = ...mlt oc E {O,1} .I

° i
(5.1.16 )

..
\:.. Damit sInd u « , v « und w « jeweils 6-elementlge Vektoren; es sind daher ~3-2

= 36 Integral-Konstanten zu bestlmmen. Setzt man djese AbkUrzungen In(5.1.14)

J ein, so ergibt slch das Funktlonal za

1

od'(S)~. --T ...a-t:;i- = 2L ( AI-«.J-~.w« .MI-«,J-~.u~
I I.Jt «, A = 0

t' ~ T ~f +2 BI-«,J-~.v« .MI-«,J-~.v~

+ C1-«,J-~.u«T .MI-«.J-~.w~ ). (5.1.11)

( "." am Summenzeichen bedeutet, daB nor solche Summanden genommen werden,
die auch wirklich zam Flk'hen-lndexbereich gehoren -nicht Uber die Rander

hlnaasgehen ! )

Zar Aafstellang des LGS verfahrt man nun so 1

(I) Man spaltet die auf der rechten Seite van (5.1.17) vorkommenden Ma-
.I trizen Mk.1 in die Summe M'k.1 +Tk.1 auf, so daB M'kJ aile Anteile
I yon Mk.1 auBer den Twlstantellen enthalt,Tk.1 dagegen nUT aas dlesen

Twistanteilen besteht :

-
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M'k,l + Tkol=

pk.1 p~.1 p:V1 pk.I+1 p~.I+1 p:V1+1
p~.1 0 0 pt.I+1 0 0
p:i'I 0 0 p~Il+1 0 0

pk+I.1 p~+I.1 p~I.1 pk+1.1+1 p~+1.1+1 p:v+1.1+1
p:+1.1 0 0 p~+1.I+J 0 0
Pk+1.1 0 0 Pk+1.1+1 0 0uu uo

=

0

0
0

0
0

0

0

pk.luv
0

0

pk+1,lDV

0

0

0
0

0
0

0

0
0
0

0
0

0

0

pk.I+1uv
0

0
p k+I.I+1

uv
0

0
0
0

0

0

0

+

(5.1.18)

wenn 6 u .6 v < > 0 )2(bzw. 6u.pu, (6u) .Puu'... ,

]Man setzt (5.1.18) in (5.1.17) ein. setzt die neu entstehende Gleichung 0
( Minimalforderung ! ) und lost Bach den unbekannten GraBen p ~ =

:: twtk,l auf:

(U)

I~~ .
.~

«. f3 = 0

+

=

) = -ql.J .+

(5.1.19 )

Die Vektc:Jlren ii « .v « und iN « .die die 36 Integrate aus (5.1.16) reprasentieren,

soIleD ge,schrieben werden als

T
( i)

and

Eine linke Seite van (5.1.19) fur festes Paar ( i ,j) lautet ausgeschrieben



67

I .
I

«. f3 :: 0

+ 2BI-«.J-~. ( vf.v l.twil-«.j-~

( S. t. 20 )

Je PaaJ~ (i oj) t."eten damit die 9 Unbekannten twi 1-1.J-1 0 twi I,J-1 0 twi 1+1.J-1 0

twi 1-1.J 0 twi I,J 0 twi 1+1.J 0 twi 1-1.j+1 0 twi I.J+1 and twi 1+1,J+1 auf ( voraosgesetzt.

daB aile diese Twists Indizes des gtiltigen Indexbereiches haben ! ) .

Elne solche linke Selte einer Zeile des LGS soil geschrieben werden in der Form

KI .twit-I,J-1 + K2 .twit-l,j + K3 .twit-l,j+1

+ K4. twit ,J-1 + KS .twit ,j + K6 .twit ,j+1

+ ( S. t. 21 )K7. twit+I,J-1 + K8 .twit+I,J + K9 .twit+I.J+1

Berechnet man die Integrale 0 f .0 e .u ~ and 0 A .v f ' v e ' v J and v J and
w!) .W ~I .W ~ und w A .so ffndet man die Identftaten

ud = u!j u~ = uf( t) and (it)

vA = v!} V i - V o
2 -S( ili ) UDd (Iv) ODd

wA = w~ W 1 - W o
2 -S(v) ond (vi) ( 5.1. 22 )

Es bietet sich daher an, our die GrOBen von ii 0 ' v 0 und W 0 zu verwenden, also

Komponenten von U J .V J und W j gemiB (5.1.22) zu ersetzen.

Die in (5.1.21) auftretenden Koeffizienten werden nun durch Koeffizienten-
vergleich in (5.1.20) ermittelt. Dabei findet man

i) K1 =

-we-ufK3 = At-1.J

.wR-uR.vg.vf+c.K9 = J~I oJ .uf.wf+ 2B. .j .J

(5.1.23. )



(it)

1 .
K2 = I AI-1 .J-~. u.f .WSO + 2BI-I.J-~ .V20.VSO + CI-I.J-~.W20.uR

~=O

1 .
K8 = I Ai

f3=O

.

.WSO.U20
K6 = I Ai-~.J

~=O
(5.1.23b)

1 .
KS = I At-~.J-~. of .W20 + 2Bt-~.J- ~.v2°.vf + ct-~.J-~.Wf.O20

IX.~=O

(iii)

(5.1.23c)

Die in den Forrneln (S.J.23a) his (5.J.23c) aoftretenden Integrale 0 2°, ...ond w SO
seien an djeser Stelle angegeben :

S2
346:;

-19

1980

192
3S

108
3S

of = W20 == 0.015007215 = 5.48571429 I

U50 = = -0.0095959595 , = 3.08511428.
70

Bei der Berechnung der Koeffizienten K1 his K9 ist zu bedenken, daB sie {"or
jeden Knot:en ( i ,j) spezifisch sind, also besser mit Doppelindex ( i ,j) zu schreiben
sind: K1 l.j , ..., 1(9 (.j .

Das entstehende LGS soil bier fur den Fall eines Gitiers mit (m+1).(n+1) Punkten
P ',J .i=O..m,j=O..n .aufgestellt werden. Das LGS. das sich nach (5.1.19) ergibt.
werde darlgestellt als A. x = b .Hierbei ist

T
(I) x:: [ twlo,ol ...I twIO,nl twi1,OI ...I twil.nl ...I twim.ol ...I twim.n

T
(Ii) b:: [ -qo.Ot ...t -qO.nt -q1.0 I ...t -Q1.nl ...t -qm.o t ...t -qm.n

-1v R = = -0.0142857144, w SO =
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Die Struktur der Matrix A erkennt man durch Aufstellen einiger Gleichungen :

(i,j) = (0,0) I

KSo,otwio,O + K60,otwio,1

+ K80,otwi1,O + K90,otwi1,1 = -qo,o .

(i,j) = (0,1) :

K40.1 twio,O + KSO,1 twiO.1 + K60,1 twiO,2

+ K70,1 twi1, 0 + K80,1twi 1,1 + K9 0,1 twi 1,2 = -qO.1 .

(i,j) = (O,n) :

K40,ntwio,n-1 + KSo,ntwiO,n

+ K70.ntwt1,n-1 + K80,ntwi1,n = -qO,n I

(i.j) = (1.0) :

K21 ,0 twio,o + K31 ,0 twiO,1

K51,Otwi1,O + K61,Otwt1,1

+ K81 ,0 twi2,O + K91 ,0 twi2,1 = -q1,O I

,; (ilj)=(1,1):
,
,... K11 ,1 twto,o + K21 ,1 twio.1 + K31 ,1 twtO,2
;i,'; :Ji K41 ,1 twt1 ,0 + KS1 ,I twi1.1 + K61 .J twtl ,2

..,1" t + K71,1twi2,O + K81,Itwi2,1 + K91 ,1twt2,2 = -qj,j I

I' ,,Ij- ': (i j) = (1 n) :
t~ ~: I Kij ,n twto.n-j + K2j ,n twiO,n

f t K~ ,ntwtj,n-j + KSj ,ntwij,n
;, +K7j,ntwi2,n-j+K8j,ntwi2,n = -qj,n I'"

Die Matrix A hat dam it folgendes Aussehen :

I I
KSo,O K60,O 0 0 I K80,O K9o,o I
K4.0,1 KSO,1 K60,1 0 0 I K70,1 K80,1 K90,1 0 I

" 0 K4.0,2 KSO,2 K60.2 I ...I

...I ...I 0
0 ...I 0 ...I

K4.0,n KSO,n I K70,n K80.n I
~ ~ K21,O K31,O 0 0 I KSj,O K6j.O I K81,O K9j,o 0

Kjj.j I(2j,1 K3j,1 0 0 I K4j,j KS1.J K61,j 0 I K71,j K8j.J K9j,j
,~.. 0 Kj 12 K2 j2 K3 j2 I ...I ,..I " ,

j' ;: ...I ., .I ..,
1 :"" O. ..I 0 ...I 0
,.ti"" "'; K11,n K21,n I K4.1,n KSj,n I K71,nKSj,n

'~ ~ ~ I I

t
t' I I
I': 0 I, ..I. ..

~
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-10

! ...I ...I 0
: I I

~ ~ I , K81n-I.O K91n-1.0

I I K7m-I,1 K81n-1,J K9m-I,1 0
...I ..., ...

I I 0 ...
I I K71n-I,n K81n-I,n

~ ~ : : I K21n,O K3In,O , KSIn,O K6m,O

; I I KI In I K21n I K31n I 0 I K4.m .KS In ' K6_. 0i 0 I ., , I ,- ,- ~,-

I 0 ...I 0 ...
J I Klln,n K2m,n I K4.m,n K51n,n

j
!

( 5.1. 24 )

..
'I Vereinfacht heiBt dies, daB

1,
.{
j

i Ro I So I 0

~ t 4 1
TSo I RI I 51 I

I t 4 ~ ~

1 A= I SlIR2IS2'
.' ~ ~ 4 t 1 ,

ii 1 .., I S m-1 Bem.: A ist (m+1)(n+1)
f + + -(m+1)(n+1)
~ T! 0 I Sm-1 I Rm -Matrix
l
;
i,

Hierbei ist zu vermerken, daB aile Untermatrizen R I ,i=O..m, ond S J ,j=0..m-1,

f'or sich symmetrisch sind.

WALTER zeigt in seiner Dissertation, daB A eine symmetrische, positiv definite

and block-tridiagonale Matrix ist; dam it bieten sich zahlreiche numerische L()-

songsverfahren fUr das LGS an ( GauD, Relaxation, ...) .

Bem.: Die Flachenklasse yon WALTER ist dadurch eingeschrankt , daB f'or ein

Segment Segk,l die GroBen Ek,l and Gk,l der1.Fondamentalform konstant
bleiben ( nor for je 1 Segment! ) .

, WALTER schligt zor Initialisierung dieser GroBen das folgende Verfahren
I vor :

I Ek,l I: (0.5-( dist(Pk+I,I,Pk,l) + dist(Pk+I,I+1 ,Pk,I+I» ) 2 ,

,
j Gk,l := (0.5-( dist(Pk,I+1 ,Pk,l) + dist(Pk+I,l+1 ,Pk+I,l» ) 2 .

1 ( 5.1.'" )
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Dieses bedeutet, daB die Mittelung derVerbindungsvektoren zwischen Pk,l
und Pk+i,l bzw, zwischen Pk,I+1 und Pk+I,l+i als Wert f"or Pa f"dr das
ge:~amte Segment Segk,l angenommen wird ( analog fUr Pv> .

WlGEN gibt diese Einschrankung zugunsten eiDer grij8eren Flachenklasse
au:f ( s. Abschnitt 5.2. ! ).

WJ\LTERs Verfahren -bier auf biquintische Coons -Flichen erweitert-
1st. 1m Rahmen dieser Dlplomarbeit Implementiert worden ( s. Anhang).
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S. 2. GlilttUDasa1aorithmus nach HAGEN und SCHULZE=

5.2. 1. ElnflihrunLDQ!.wendiaer Grti8en der Dtfferentialaeom~

Es Bollen an dieser Stelle obne iibennaBigen Fonnalismus die GraBen der Diffe-
rential gec>metrle zusammengetragen werden, die for den Fortgang de!r Erarterung
unerlaBli(~b sind.

Eine ~egalare Flache in E3( "E" -euklidische Norm) in der Darstellang
p ( a ,v) :: ( X ( a , v) , y ( u , v) , z (a , v) ) T werde als hinreichend oft differenzierbar

voraasge~letzt : sie ist darch zwei lokal invariante GraBen eindeutig bestimmt:darch die erste and zweite Fundamentalform. .

1st eint~ Flache is ( u, v) gegeben, so folgt fur deren Differential d p = P ad a + p vd v.
Dies ist ,a,lso eine lineare AbbUdung der Vektoren (du, dv) T der u-v-Ebene

auf die V4~ktoren p ad u + p vdv. Das KUrzel "d" moge nicht nor auf die Variablen
u and v, ~Iondem aach auf daB BUd dieser linearen AbbUdung angewendet werden;
daher wird fUr das BUd auch dp geschrieben. FUr dp kann folgencie Beziehung
aufgestelJlt werde:o :

p (u+du,v+dv) = p (u,v) + dp+o (VdU2+dv21)

Somit ist dp eine Naherung fUr den Differenz-Vektor zweier Flichenponkte
p ( o+do .v+dv) und p ( 0 .v). Werden do ODd dv differentiell klein. so kann der
"Korrektolr- Vektor" 0 vernachlissigt werden. Der Vektor d pond die erste Fonda-
mentalfol'Dl sind wichtig zor Berechnong von Bogenlingen oDd Flil[;heninhalten.
Die erste Fundamental form ist deftniert als daB skalare Produkt VOIJ! dp mit sich
selbst :

I := (dp,dp) = (pudu+pydv,pudu+pydv)

= (pu,pu)dU2 + 2(pu,py)dudv + (py,i>y)dv2

= E du2 +2 F dudv+ G dv2

( 5. 2.1 )

Die Grii8en E:= (p u,p u> IF:: (p u,p v> ond G := (p v ,p v> der e'rsten Fonda-
mental form werden outen zur Berechnong von Flachen- Kriimmungen und Twists
herangezc.gen werden.

Zo eine!m Flachenponkt p ( 0 .v) mit partiellen Ableitungen p u und p v laBt sich

onter Heranziehong der Einheitsnormalen an diesem Punkt em Dreibein ( zugleich
ein Rechtssystem ! ) konstroieren : ..& ..&

..& PaxpvD := NPaxPvll .

Das DiJFferentJal von Ii lautet dli = Ii do + Ii dv. Die zwelte FoncJlamentalform
u v

1st deflnll~rt als daB skalare Prodokt dieses Differentials mlt dp lIalt negativem
Vorzelche!n. Es gilt damlt :

II := -( dp, dn) = -(Padu + pydv, nuda +nydv)

= -(Pa,na)du2 -«Pa,ny) + (j>y,na»dudv
+ ( ~ ~ )d 2 Py,Dy v
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= e dodo + 2f dodv + g dvdv ( 5. 2.2)

Aos der Tatsache, daB ii senkrecht zo P a and p v steht, folgt 1

e 1= -< p a ,ii a > = < p ua ,ii > , f 1= -(p a ,ii v > = -( P v ,ii a > = (p uv ,ii > Dud

g = -(p v ,ii v > = (p vv ,ii > .Auch die GrOBen e, fond g werden zor Berech-

Dung von Krtimmongen ond Twists benotigt werden.

'.
.-

',; "" Es soileD nun Eigenschaften der Ableitongen der Vektoren P a ond p v Doter Be-

notzong der ( lokalen) Basis {Pa, Pv ' ii} untersocht werden. Stellt man die sich
ergebenden Linearkomblnatlonen zusammen, so flndet man:

(i) P = r ll l -p +r2 11 .p +L I -ii ,aa .a .v

(ll) Puv = r:.2-PU + r:,2-pv + L2-ii ,
( ) ... r l... r 2 ... L ...ill Pva= 2.1-Pu+ 2.1-Pv+ 3-n ,

(Iv) Pvv = r~,2-Pa + r;.2-pv + L.-ii. ( 5. 2.3)

Die ICoefflzienten ~.J in dieser Darstellung werden ChristoffeJ-Symbole genannt
Zor Berechnong der ICoefflzienten L I -1=1...4 -moltipliziere man die Gleichongen
( I) his (iv) skalar mlt ii 1 --,-.

(i) (Paa,ii> = r:,I-(Pa,ii> + r:.J -(pv,ii> + LJ.(ii,n>

= 0 + 0 +LI- 1

= L 1 (denn 1 ii senkrecht zu P a Dud P v Dud

ii hat die Lange 1 ) ,
(Ii) <puv,ii> = L2 '

( iii) ( p va ,ii > = L 3 '

(iv) (p vv ,ii > = L.. ( 5. 2.4 )

Aof der Linken Sette der Glelchungen von (5.2. 4) stehen jewells GraBen der
zwelten Fondamentalformj man kann daher auch schreiben 1

(i)LI=e, (ii)L2=f, (lil)L3=f, (iv)L.=g (5.2.5)

Zor Bestlmmong der Christoffel-Symbole werden die Gleichongen (I) his (Iv)
von ( 5.2.3) mlt ...p and mit P skalar moltiplizlert. Man erhalt outer Beriick-

a v
slchtlgung der GraBen E, Fund G der zweiten Fondamentalform :

(I) (Pau'Pu> = r:.I.(Pa,Pu> + r:.1 -(pv,pa>+~-(n,Pa>

i = r:.1 -E + r~.1 .F + 0
I 1 2t = r 1.1 -E + rl.1 -F

t ( denn: ii steht senkrecht zu P u ) ,

i t ( P uu' P v > = r:, 1 -F + r:.1 -G ,

I ! (Ii) (puv'Pu> = r:.2-E + r:.2.F ,

I I ( P ,p > = r 112 -F + r 12,2 -G ,
I av v .

:
, ."
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(ill) (pvu,pu) = ["~,I-E + ["~,I-F ,

, ( ) [" I F [" 2 I P ,p =
2 .-+ 2 .-G ,vu v " "

f (iv) (pvv,pu) = ["~,2 -E + [";.2- F ,

('" ... ) 1 2Pvv'Pv = ["2,2-F + r2,2-G. (5.2.6)

SoIl der Twist-Vektorp uvmittels (Ii) yon (5.2.3) bestimmt werden, so sind die

Koeffizienten [" :,2 ' [" ;.2 und L 2 zu bestimmen. Nach (5.2.5) gilt L 2 = f j

die beiden Chrtstoffel-Symbole konnen aDS dem LGS (Ii) yon (5.2.6) errechnet
werden. Man erhaIt somit die Beziehungen:

'I
i (i) L2 = f=(puv,ii) ,
,
f ( ii ) ["I = G ( p uv ' P u) -F ( p uv , P V )
'I 1,2 EG -F 2 '

1,

j 2 -F (Puv' Pu ) + E (Puv ' Pv )
(Iii) ["12=. (5.2.7)

.EG -F 2

Da all diese Koeffizienten nocb die Twist-GroBen p enthalten, kann er selbstuv
nicht anter Benatzang dieser Faktoren bestimmt werden.

f
I. 5. 2. 2. Das GIattbeitskriterium van HAGEN
f
I"
J. Zanachst soIleD Begriffe eingefiihrt werden, die zar weltereD Erorterang benotigt

1 werden. Differenziert man den Einheitsnormalenvektor ii (a, v> an eine regulare

t Flache and stellt die Ableitungen nach u bzw. v als Unearkombination der

1. Ableitangen ap (a,v) / au bzw. c)p (u,v)/ av dar, so erhilt man eine: van Weingarten
r eingefiibrte Darstellung :

liiu(a,v~ = ral.1 al'2 ] -I Pu(U,v>l
Liiv(a,v~ La2,1 a2.2 LPv(a,v)j (5.2.8)

, Die beiden za dieser linearen Abbildung gehorenden Eigenwerte k 1 und k 2 werden

.; Hauptkriimmangen der Flache genannt.
1 Die beiden GroBen K := k 1 -k 2 und H := (k 1 + k 2 ) / 2 werden GauB -Krlimmang

bzw. mitt/ere Krlimmung genannt.

Hagens Ziel besteht darin, das Integral iiber die Snmme der Quadrate der
beiden Hauptkriimmungen eiDer regularen Fliche zu minimieren :

;

1 f ( k 12 + k22 ) dA = f ( k 12 + k 22) VEG-=-F21 du dv -) miD (5.2.9)

1 1 A Geb

i f Bem. : 1. Der Flicheninhalt eiDer regularen Flc1che ist gerade gegeben durcb
" I

1
1 Fliche = f V EG -F2 I da dv .

t Geb

~- ~'oO



2.. Die physikalische Begriindung, den Ausdruck in (5.2.9) zu minimieren,
ist die, daB (52.9) die Spannung gegeben aus Kriimmungs- and Tor-
sionsanteil in einem Flichensttick beschreibt.

Stellt man die in (5.2. 9) auftretenden Hauptkrtimmungen in den Gro8en der
1. and 2. JFundamentalform auf, so ergibt stch daB Funktional

E 2/ (EG-F2 )5/2 ( .& .& .& » 2.(det Pvv'Pu'PvJ
Geb

+ G 2/ ( EG-F 2 ) 5/2 2.(det ( P uu I P u I P V

+ 2

( 5. 2. 10 )

Dieses ]Funktional soil flir die ( segmentierten) Gordon-Coons-Flcic~hen , die aDf
eiDer biqDintischen Interpolationsvorschrtft basieren, minfmlert we.'den. An die
Flichen, die varllert werden Bollen, werden duD folgende Anforderangen
gestellt :

1{

(I) P (var) (D,V) = P (D,V) + £). (D,V) .n ( D,V)

( d.h.: die varllerende Fliche setzt slch aDS elnem testeD ,~ntell p (D,V)
Dnd elnem Varlatlonsantell, der die Normalen gewichtet, zDsammen.)

(II)~IJ(D,V) 1st 0 lings der Patch-RiDder, d.h., daB bier der Variations -
antell verschwlndet.

( III) e(var) = e Dnd g(var) = g , d.h., dlese Gro8en der 2. FDndamentaiform

bleiben wahrend des Variatlonsprozesses erhalten.
( Iv) Der "MJlsch- Twist" -p := Y"'p + 8 p 1st ZDr Normalen n parallel.

uv v BV va

( S. 2.11 )

'"
Dlese ..Kegelbedingung" ( pu~var) varliert um die Nonnale ii auf
elnem Kegel) 1st elne Regularititsforderung an den Varia1tionsproze8.

Bem.: HAGENs Flachenklasse stellt insofem eine Erweiterung der FI§Chen-
klasse NOWACKIs dar, als bier die GraBen Ek,l bzw, Gk,l ( aus der
1. F1l1ndamentalform) nicht mehr segmentweise konstant gehalten werden.

Setzt man all die Bedingungen aus (5.2.11) in das Funktional (5.2.10) ein and wendet
man daB Flrmdamental-Lemma der Variationsrechnang an, so erhalt man als not-
wendige E:edingang fUr daB Vorliegen eines Extremoms dieses Funktionals I

( 5. 2. 12 )
( E2g2+G2e2 "'2 ) !H .5. -0 ---4. e.g + 2. f = 0

EG-F2
( Hierbei ist f 2 := «< is uv' n > + ~ < is vu .n > .)

~
LOst man (5.2.12) Bach der zn bestimmenden GroBe f auf. so findet slch

l' = ! 11 0.5 .( .-E2R2 + G2e2 \ '( 4eg -5 E2g2 + G2e2
) .( 5. 2. 13 )Y u.'oj .~ 4eg -'oj EG -F 2 )
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Hagen bestimmt einen Twist nun ausschlieBlich aus dem "optimal" Vielfachen
des zugeharigen Nonnalen- Vektors an eiDer Patch-Ecke I

~ '" -
; p IIV 1= + (-) f .n ( S. 2. 14 )

Da in (5.2.13) ausschlieBlich berechenbare GraBen der 1. oDd 2. Fundamentalfonn
vorkommen, ist es maglich, bel Kenntnis ausreichend oft differenzierbarer Patch-

~ Randkurven auch (5.2.14) auszuwerten oDd eiDeR optimalen Twistvektor zu
, bestimmen.
.,

f,!

f 5. 2. 3 Glittuna seamentlerter Gordon-Coons-FIlchen nach HAGEN I SCHULZE

.1

~l, Das C 2- biquintische Gordon-Coons-Patch stellt sich in Matrizen-Schreibweise

so dar 1

! P (u,v) =
1

T
ho(u) pool> 01 Pv 00 Pv 01 I>vvOO I>vvO 1 ho(v)
h1 (u) p 10 P 11 Pv 10 Pv 11 I>vvl0 I>vv11 h1 (v)
Iio(u) .1>11 00 1>11 01 ~II.po ~uvO1 0 0 .Iio (v)
Ii1 (u) 1>11 10 1>11 11 ~IIJO ~1IV11 0 0 Ii1 (v)
ho (0) PIlIlOO PIIII01 0 0 0 0 Ii 0 (v)

, h1 (u) 1>111110 1>111111 0 0 0 0 h1 (v)
'J"

( S. 2. 15 )

Hierbei sind h 0' ...,1i 1 die 6 quintischen Hermite-Polynome I jeweils parame -

trisiert tiber [0 ,1] .Da die partiellen Ableitungen yom Grad grfjBer 2 keine geo-
metrische Bedeutung haben, tanneD die unteren rechten Elemente der mittleren
Matrix 0 gesetzt werden. Die quintischen Hermite-Polynome sind gegeben durch

ho(u) 1 0 0 -10 15 -6 1
h 1 (0) 0 0 0 10 -15 6 u
Ii 0 (0) = 0 1 0 -6 8 -3 .u 2

Ii1 (u) 0 0 0 -4 7 -3 u3
ho (u) 0 0 0.5 -1 .5 1.5 -0.5 u 4,

h1(U) 000 0.5 -1 0.5 uS u«[O,I] .

( analog lar v ! )

In der Darstellung (5.2.15) ist ein Patch ganz durch seine Eckpunkt-Information
gegebeni samtlich vorgegeben sind aile Matrix-Elemente mit Ausnahme der
P IIV iJ .Diese Werte werden nach (5.2.13) als optimale Vielfache der Einheits-
-No nnal en an den 4 Eckpunkten des Patches ennittelt.



5. 2. 4. Automattscher GlAttuna:sala:orithmua fUr C2 -stettft btauintisch~

Gordon -Coons -FIlchen--~ gegeben I (m+1). ( n+1) Punkte p t.J ' i=O...m, j=O...u , des R 3

gesucht I C 2 -stetige biquintische Gordon -Coons -Flache mit minirnaler

Spannungsenergie ( Summe Kriimmung and Torsion)

Alaorithmua I

( i) Berechnung eiDer Parameter -Partition f'dr u uod v entsprechend den

euklidischen Abstanden der gegebenen Punkte =) { u 0' ...,u m} und

{vo,...,vn}'

(U) Berechnung zweier Scharen yon natiirlichen kubischen interpolie -

reDden Bezier-Splines, die die Punkte

-a -" -" -"
PO,J,P1,j"",Pm-loJ 'Pm,j ; j=O...n und
-a -" -" -a

! Pt,O ' Pt,l ,... ,Pt.n-1 ' Pl,n ; i=O...m interpolieren.

==) zwei Schareo van (zugehorigen) Bezierpunkten I

J -a -" -" -"
! bo,j , b 1,j , ..., b3m-IoJ ,b3m,J ; j=O...n und .

-a -" -" -"
bt,o ' bl,l ' ...,bt,3n-1 ,bt.3n ; i=O...m .

( iii) Berechnung der part,iellen Ableitungen op (Ut,V J) Iou, op (u t,V J) louou,

op(ut,Vj)/ov und op (Ut,vJ) lovov -i=O...m,j=O...n -zu alien gegebe-
Den Punkten p t,j' Diese Ableitungen werden gewonnen durch Diffe -

renttatton der einzelnen kubischen Bezier-Segmente; fUr ein solches
ku bisches Bezier-Segment ( definiert iiber [ a, b] ) gilt:

-at 3 -a-"
b (t=a) = (b:;) .(b I -b 0) und

-aoo 6 -a -"-"
b (t=a) = .(b 2 -2 b 1+ b 0) .

(b-a)2

(tv) Berechnung der Einheits-Normalen n t J -i=O ...m ,j=O...n -zu alien

: Gitterpunkten p l,j durch Bildung der Kreuzprodukte (p~Jxp~J) und
~ anschlie8eoder Normierung auf die Lange 1 .

(v) Bestimmung der Gro8en Et.j ,Ft,J ,Gt.j ,et.j uod gt,J der 1. bzw.

2. Fundamentalform regularer Flachen zu alien Gitterpunkten p t,j

(E=(pu'pu>' F=(pu'pv>' G=(pv'pv)' e=(puu,ii> und
g=(pvv,n» .

(vi) Bestimmung der optimalen Faktoren faktort.j (nach HAGEN) , mAt

defieD die Einheits -Normalen ii t.J za multiplizieren sind, am die
Twists -"p l.j zu erhalten I

uv



78

faktorl,J :=
V ~~5 .( 4elJgI,J -5 EI,I~ gl~2 + _G~12:d-~E 2 I 2 + G. 2ed

)-5 .20.5 .( 4elJgI,J EI,JGI,J -FI,J

( vii) Berechnung der optimal en Twists p ~~ als Produkt faktor l.j. Ii I.J
zu alien Gitterpunkten PI,J .

( viii) Auswertung der jetzt eindeutig charakterisierten Gordon -Coons -

-Fliche mittels blquJntischer Hennlte -Interpolation nach ( 5.2.15 J

Bem. : Eln Programm. das den bier skizzierten Algorithmus realil;iert .ist im

Anhang dieser Arbeit angegeben .



a) kubische bzw.

S. 3. BUder zu J::aottel 5

Hermite-B
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b) -Prtnzlp der Twist -Bestlmmang bel Hagen

-Elngabe -Information zam Aafbaa eiDer Zeile des slch Dach
Walter ergebenden LGS zur Twist -Bestlmmang

dp (868) ;cdv ;:;:::;.
:::::::. P1 1fi!jii!i 6

j:..'

~iiiiN 868

( LKnge- 1 ! p

P8.8 1.-

HAGEN : Twis~ := x * N
;1\ 86 8 86 8
~

rr

J
Kno~e-n (1161)

n

1

j=8

i=8 k ft

Gleichung fur den Kno~.n (k61) nach WALTER r

9 "achbar-Twis~s sind zu b.rucksich~i8.n !
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